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摘要： 证明了高阶振幅压缩的概念可以应用于 ! 变形代数的光场。 ! 变形算符 "# 的正交归一本征态的压缩特

点由这些态的内部奇偶结构决定。破坏这种奇偶结构将得到具有新压缩特点的光场。
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( 引 言

作为物理理论中的基本模型，简谐振子代数的

! 变形已经引起了广泛注意［( < ;］。人们对湮没算符

的本征态或 ! 变形相干态［"］、湮没算符平方的正交

归一本征态或 ! 变形奇偶相干态［$ < ;］进行了详细讨

论。本文分析 ! 变形湮没算符高次幂的正交归一本

征态的内部结构以及相应的压缩特性。当 ! = ( 即

没有 ! 变形时，湮没算符高次幂 "# 的# 个正交归一

本征态可用不同的方法得到［* < &］

! $（"）〉# = %（#）
$ "

>

& = !

"&#? $

［ &# ? $# ］！
&# ? $〉，（(）

其中 $ = !，(，"，⋯，# @ (。定义 ’ = " "，归一化

系数为

%（#）
$ = ( "

>

& = !

’&#? $

［ &# ? $[ ]］！

(A"
， （"）

对于 ! 变形的算符 "# ，很容易将（(）式进行推广得

到其正交归一本征态为

#$（"）〉# = (（#）
$ "

>

& = !

"&#? $

［&# ? $# ］！
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(（#）
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其中 &〉为变形数算符的本征态，在变形湮没和产

生算符作用下的变化行为

" &〉= ［ &# ］ & @ (〉，

" ? &〉= ［ & ? (# ］ & ? ( }
〉，

（)）

符号［ &］的定义为

［ &］=（ !& @ ! @ & ）A（ ! @ ! @(），

! 阶乘［ &］！=［ &］［ & @ (］［ & @ "］⋯［(］。直接运算

可以证明

"#
#$（"）〉# ="#

#$（"）〉# ， （#0）

#〈#)（"）#$（"）〉# =$)$ ， （#B）

" #$（"）〉# ="
(（#）

$

(（#）
$ @(
#$ @(（"）〉# , （#:）

当 # = ( 时，$ = !，（$）式成为 ! 变形相干

态［(，"］

#!（"）〉( =（ *’! ）@(A""
>

& = !

"&

［ &# ］！
&〉， （;）

函数 *’! 是变形的指数函数［;］。我们认为文献［;］所

引的 ! 变形相干态的归一化系数写法不对，正确的

应为（;）式中的形式。

当 # = "时，$ = !，(，（$）式成为 ! 变形奇偶相

干态［$ < ;］

#!（"）〉" = (（"）
! "

>

& = !

"" &

［" &# ］！
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归一化系数由（$B）式给出。（*0）式和 *（B）式分别表

示 ! 变形的偶相干态和奇相干态。接下来分析 ! 变

形本征态（$0）式的高阶振幅压缩性质［(!］。

" 高阶振幅压缩

高阶振幅压缩的概念首先由 CD034 等人［(!］提

出，随后孙金祚等［((］对未变形的奇偶相干态、王继

锁等［("］对湮没算符高次幂的本征态相继进行了研

究。文献［;］将高阶振幅压缩的概念应用于 ! 变形

的奇偶相干态，并给出了压缩特点。本文首先给出

（$0）式的高阶压缩特点，然后通过这些态的内部结

构进行解释。
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用变形的产生算符和湮没算符定义两个厄米算

符

! ! "（" # # # "#）$%，

! % " &（" # # ’ "#）$% }，
（(）

相应的对易关系和测不准关系为

［! !，! %］" &
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!
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如果
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!
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+ 〈［"# ，" # #］〉 "

〈!! %
%〉’ !
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则称变形光场存在 # 阶振幅压缩。在（!/）式中用到

了关系〈［"# ，" # #］〉0 /，下面给出其证明。

设 !〉是任意的一个变形波函数

!〉" #
%
&% %〉，

简单推导得到

〈［"# ，" # #］〉"

#
%

&%
%｛［ % # #］［ % # # ’ !］⋯［ % # !］’

［ %］［ % ’ !］⋯［ % ’ #］｝， （!!）

由于［ %］具有如下性质：当 %! 0 %% 时，［ %!］0
［ %%］，容 易 看 出（!!） 式 的 右 方 大 于 零， 即

〈［"’ ，" # #］〉0 /。

由于（!/*）式和（!/-）式的第一项大于或等于

零，所以要实现压缩就必须要求其的第二或第三项

不为零。从（1-）式、（12）式可知，这只有当 # " (! )
或 %# " (% ) 时才有可能。这里 (! 和 (% 为整数。对于

# " (! )，很容易算出!$ ! "!$ % " /，即此时没有

压缩。这样压缩阶数只能满足 %# " (% )。如果 ) 是

奇数，为了使 # 为整数，要求 (% 为偶数，%# " (% ) 变

成 # " (! ) 的形式，其中 (% " % (!。即 ) 为奇数的态

没有振幅压缩；只有 ) 为偶数的态才可能有振幅压

缩，并且 (% 须为奇数。将 (% 写成（% * # !），* " /，!，

%⋯，则压缩阶数为 # "（% * # !）) $%。这些结论与没

有形变时的类似［!!，!%］。

在具体计算!$ !、!$ % 之前，首先分析湮没算符

的本征态具有的特点。

仔细地考察发现 ) 为偶数（) " %+）的态都

可以写成类似奇偶相干态的奇偶形式

",（#）〉%+ "
&（%+）

,

%&（ +）[ ]
,

",（#）〉+ # - ’&（ ,"$+）

",［ - &（ ,"$+）#］〉{ }+ ， （!%*）

", # +（#）〉%+ "
&（%+）

, # +

%&（ +）[ ]
,

",（#）〉+ ’ - ’&（ ,"$+）

",［ - &（ ,"$+）#］〉{ }+ ， （!%-）

这里 , " /，!，%，⋯，+ ’ !。（!%）式给出了湮没算符

) 次幂的正交归一本征态。当 ) " %时，+ " !，, "
/，（!%）式给出的是 . 变形奇偶相干态

"/（#）〉% "
&（%）

/

%&（!）[ ]
/

［ "/（#）〉! # "/（’#）〉!］，（!3*）

"!（#）〉% "
&（%）

!

%&（!）[ ]
/

［ "/（#）〉! ’ "/（’#）〉!］，（!3-）

其中 "/（#）〉!是（4）式给出的 . 变形相干态。

在算符 "# 的作用下［其中 # "（% * # !）) $%］

"#
",（#）〉%+ "## &%+）

,

&（%+）
, # +
", # +（#）〉，（!+*）

"#
", # +（#）〉%+ "## &%+）

, # +

&（%+）
,
",（#）〉，（!+-）

定义 $, "
&（%+）

,

&（%+）
, #%+

， （!1）

对于态 ",（#）〉%+

!$ ! " $#

%（$
%
, # 256%#%）， （!4*）

!$ % " $#

%（$
%
, ’ 256%#%）， （!4-）

其中%是#的相位。对于态 ", # +（#）〉%+

3!)( 期 梁麦林等： . 变形算符 ") 的本征态的结构及其高阶压缩性质



!! ! " !"

#
!
!

#
#
$ %&’#"( )" ， （!()）

!! # " !"

#
!
!

#
#
* %&’#"( )" + （!(,）

如 果!# - !，态 ##（$）〉#$ 可 有 压 缩；反 之，态

## $ $（$）〉#$ 则有压缩。

从以上的论述可以看到，% 为偶数的态有压缩

与这些态可以表示成奇偶结构有关；而 % 为奇数的

态不可能有这样的结构，所以没有压缩。因此有无奇

偶结构是湮没算符高次幂正交归一本征态（!）式有

无压缩的关键。同时，要得到具有新的压缩特点的态

就应该打破这种奇偶结构。

为了进一步理解湮没算符高次幂的压缩特点，

接下来研究如下形式的态

#〉" !
!%

［ ##（$）〉$ $ & .% ##（’& .&/$ ）〉$ ］，（!0)）

归一化系数 % " #［! $’# %&’（% $"# ）］，其中’# 、"#

由下式决定

$〈##（$）##（$& .&/$ ）〉$ " ’# &
."# + （!0,）

下面会看到相位&决定可能的压缩阶数。令 " "
$(，) " ’$ ，* "$$ " * & ."，态（!0)）在算符 ’"

" ) ( 的作用下为

’"
#〉" ) (

#〉" * (

!%
［ ##（$）〉$ $ & .（%$ (&）

##（$& .&/$ ）〉］， （!1）

通过一定的运算后，有关的平均值可以写成如下形式

〈 ) $ ( $ ) ( 〉" * # ( %&’ (& $ #
% #’.2# (&( )# * +’.2 ([ ]{ }& ， （#3)）

〈 ) $ ( $ ) ( 〉" # * ( %&’ (" $ (&( )# %&’ (&( )# * #
%+’.2 (&( )[ ]# ， （#3,）

〈 ) # ( $ ) $# ( 〉" # * # ( %&’（# (" $ (&）［%&’（ (&）* #
%+’.2（ (&）］， （#3%）

〈（ ) ( * ) $ ( ）〉" #. * ( ’.2 (" $ (&( )# %&’ (&( )# * #
%+’.2 (&( )[ ]# + （#34）

以上诸式 + "’# ’.2（% $"# ）。注意到（#3）式中都含

有因子 ’.2（ (&/#）。设 , 为一整数，如果

(& " #,"， （#!）

这些项都会消失。在这种前提下

!! ! " * * # ( ’.2# (&( )# %&’# (" $ (&( )# " 3，（##)）

!! # " * * # ( ’.2# (&( )# ’.2# (" $ (&( )# " 3，（##,）

两分量 - ! 和 - # 都不存在压缩。所以有压缩的前提

条件为 ( " #,"/&。当& " "时，( " #, 或 ( "
#, $ !，压缩阶数 " " $( "（#, $ !）% /# 正是压

缩算符高次幂的压缩特点。当& ""/#时，(" 5, 或

( " 5, $ !，5, $ #，5, $ 6，压 缩 阶 数 " "
（5, $ !）$，（5, $ #）$，（5, $ 6）$。当& ""/#

时，（!0)）实际上是 ’5$ 的本征态。按照前边的结果，

压缩阶数为 " "（#, $ !）（5$ /#）"（5, $ #）$。

而这 里 除 了 该 阶 数 外 还 有 " "（5, $ !）$ 和

（5, $ 6）$。其原因在于态（!0)）不具有（!#）式中

的奇偶结构。

结束语 本文分析了 . 变形湮没算符高次幂正交

归一本征态的内部结构与其压缩特点的关系。正是

由于这些态的内部奇偶结构形式决定了这些态的压

缩性质。通过构造新形式的叠加态（!0)）得到了相

应的新的压缩行为。同时表明对于 ’% 正交归一本征

态的叠加，参量的相位差对决定压缩阶数起关键作

用。

象 . " ! 时一样［!6］，. 变形的 ’% 的正交归一本

征态也可以用 . 变形相干态的叠加来产生。具体的

运算与文献［!6］中类似，这里不再赘述。
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