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任意形体微粒分布的概率表述及其测量方法
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摘要： 对任意形体的三维微粒，引入了等相位二维散射截面的概念，建立了半椭圆概率组合模型，提出了形体特

征参数!、影响因子!（!）与其形体概率分布函数"!（!）的概念，以特征分布函数"（#，!）取代了球形粒度概率分
布函数"*（#），在洛伦兹 米（+,-./0%12.）散射理论的基础上，建立了"（#，!）的数学反演方程和实验测量方法。理论

结果经非球形煤粉微粒的实验验证，效果较好。
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( 引 言

应用光散射原理对微粒粒度分布特性的测量是

一个既古老又充满新意的研究课题。12.对基于球
体的电磁散射进行了严格的求解，但是计算相当复

杂。因此，在实际微粒粒度分布测量中，往往采用一

些近似的算法，如 BC2D-2/法［(］、EC2992=*%F;,7.<
法［"］、!%矩阵法［$］、夫琅和费衍射法［)］、选代法［#］等
等。但是，在真实测量的场合，被测微粒往往不是理

想的球体，研究结果表明此形体的差异破坏了上述

各反演方法的基本条件，从而降低了测量的精度和

准确性。为此，许多学者对各种模型的散射特性展

开了研究，亦已取得了一定的进展［#，’］。如，G./.*［A］

在特定散射角度处利用光的偏振状态来获取粒子形

状特征的方法。然而，上述各种方法不能用一种普

适性的模型和反演理论来表示，从而不能取得广泛

的应用。对此，本文根据微粒的光散射特征，对任意

形体的三维粒子引入等相位二维散射截面的概念，

提出此具有任意形体的二维图像可以看成是由两个

不同形体特征参数!的半椭圆组成，用形体概率分
布函数"（!）来标志由任意形体粒子组成的粒子群
的形体概率分布特征。以几何等效面积圆的半径#
表示该粒子的粒子尺度（简称粒度），用球形粒度概

率分布函数"*（#）标志该粒子群的粒度概率分布特
征。最终引入微粒特征分布函数"（#，!）表示粒
子群的尺度和形体的三维分布特征。基于粒子群散

射能量谱积分反演的方法，建立了"（#，!）的数学
反演方程和测量方法，为非球体微粒分布的测量提

供了一个新的数学模型和反演方法，有效地解决了

粒子形体差异对粒子分布测量的影响，完善了粒子

物理分布特征的表示方法，提高了测量结果的准确

性，大大拓展了测量的应用范围。同时还对影响因

子!（!）进行了理论计算，经非球形粒子群煤粉的
实验验证，获得了较好的实验结果。

" 微粒特征分布函数"（#，!）及其反
演

"4( 传统特征分布函数"（#）
在微粒粒度分布的测量中，粒子的散射光能量

的空间分布往往作为反演的依据。12.基于麦克斯
韦电磁理论，对平行单色电磁波被位于均匀介质中

任意粒径的各向同性小球散射的情况进行了推导，

得到了严格的解析表达式（称为洛伦兹 米理论）［H］。

在实际测量应用中，基于散射理论的粒度仪的

测量方法较多。当采样气流中的半径为#、折射率
为$的粒子穿越光敏区时（如图(），产生一个相应
的散射光脉冲信号。取%（#，$）代表粒子散射光收
集立体角内总的有效散射截面；"（&，’，(）表示光
学系统对粒子散射光的收集效率（一般为常数）；

)!.I= J
"（&"K’"）
*"（(［ ］） 为光敏区光强分布，*为光敏

区半径。光学传感器接收到的粒子散射光强为

)L%（#，$）"（&，’，(）)!.I= J
"（&"K’"）
*"（(［ ］） 4（(）
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!"#$% &’())*+",#’(-")./0)1*’/2,)*+
（%）式表明粒子散射光强不仅与粒径有关，还与粒子
折射率以及在光束中的位置（!，"，#）有关。但是在
实际测量应用中通常忽略粒子折射率以及粒子在光

敏区中位置的影响，并采用概率分布函数对微粒群

粒度分布进行表述［3］。设有一群数目较大的粒子群

组成一个集合$，共有%个粒子。对单个粒子分别
用&表示该粒子尺度，令’（&(）表示具有粒度&(
的（(4%，⋯，%）粒子数，则粒度为&(的概率为：

)（&(）4
’（&(）
% 5%667$ （8）

若%!9，&可以看作为连续变量&:","&"&:(;，
则粒度概率分布函数为)（&），且有

#
&:(;

&:",

)（&）<&4%$ （=）

8$8 微粒特征分布函数)（&，!）
在实际测量中，被测对象往往不是理想球体，空

间的取向性、光敏区内微粒运动的稳定性、散射因

子、消光因子、吸收因子的变化等因素均需考虑［%6］，

所以对于不同形体的微粒群，必须考虑形体的影响。

设&、!分别表示粒子尺度和形体特征参数（其物理
意义将在后面的讨论中进一步说明），设这% 个粒
子群共有* 种形体。)!（!(）4［’（!(）!*］5%667
为形体概率分布，当* ! 9 可得形体概率连续分
布函数)!（!），且有

#
!:(;

!:",

)!（!）<!4%$ （>）

至此，我们可以设定集合$中出现粒度为&、形体为

!的概率分布为)（&，!），称为微粒特征分布函数。

)（&，!）是)
?（&）与)!（!）的概率积，有)（&，!）

4)?（&）)!（!），且有

#
&:(;

&:",
#
!:(;

!:",

)（&，!）<&<!4%$ （@）

其中

)!（!）4#
&:(;

&:",

)（&，!）<&，

)?（&）4#
!:(;

!:",

)（&，!）<!

$

%

&，

（A）

)!（!）与)
?（&）两函数彼此独立，分别是微粒形体

概率分布函数和微粒粒度分布函数。

8$= )（&，!）的反演方程
设+为收集立体角内% 个粒子散射总能量，+?

为收集立体角内%个球形粒子散射总能量，+!为相
同粒度粒子由于形体变化对+?的改变，,为光能经
光电传感器转换后所得到的电压响应值，)（,）表
示电压为,的概率分布，)?（,）表示球形粒子的电
压概率分布，)!（,）表示形体修正电压概率分布，

-表示光电转换因子，,:",、,:(;分别表示响应电

压最小和最大值。对于理想球体有

+?4#
&:(;

&:",

+?（&）’（&）<&， （B）

其中+?（&）是不同粒度的粒子单次散射的响应，在
散射法测量理论中可以认为仅仅是粒度& 的函
数［3］。对于光电传感器输出的电压响应有

,（&）4-+（&）， （C）
则对于理想球体总电压响应为

,6 4%#
,:(;

,:",

)?（,）<,， （3）

联立式（B）式、（C）式、（3）式，有

+?4%-#
,:(;

,:",

)?（,）<,， （%6）

因为

+?4%#
&:(;

&:",

)?（&）+（&）<&4%-#
,:(;

,:",

)（,）<,，

（%%）

解得 )?（&）4)?（,）<D,+
?（&）
<& $ （%8）

由此可见，从散射电压响应概率分布函数的测定和

能量分布的计算中可以反演出微粒群粒度分布函数

)?（&）。对于任意形体的微粒群，从散射理论的结果
可知其形体的变化对其散射谱是有影响的。但是一

般情况下，对于某个微粒群其形体变化是不太大的

（如图A所示的粉形体分布显微图），因此可以将微
粒形体变化的影响认为是微扰，从而有：
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!（!，"）!!
"（"）#!!（!）， （$%）

!!!
"&’(

"&)*
!
!&’(

!&)*

#（"，!）［!
"（"）#!!（!）］+"+!，（$,）

其中!!（!，"）是粒度为"形体为!的微粒的散射响
应，!!（!）是形体微扰项，!

"（"）是其标准球形微粒
的散射响应，!为总散射响应。因为

$（"，!）!#（"，!）!（%&），

$"（"）!#（"）!%， $!（!）!#（!）!&，
所以，由（$,）式解得

$（’）!$"（’）#(!!（!）$!（!）
+!
+’-
（$.）

令 )（!）!
+/*!!（!）
+［ ］!

0$
， （$1）

将（$1）式代入（$.）式，得

$（’）!$"（’）#)（!）$!（!）， （$2）
（$2）式被称为反演方程。（$2）式中$（’）为实验测
量值，$!（!）可通过图像法测量得到，因此)（!）的
测定对其测量的数学反演的成功是个关键。

% 半椭圆组合模型与其形体概率分布
函数

%-$ 等相位散射截面
对于任意形体的三维粒子从其散射效果来看均

可以视作由一个等相位物（345)6’/3*789’"3:;<3=7）面
（也即为等相位的二维散射截面）所产生的散射［$$］。

不同形体、不同取向、不同大小，对应有不同形体的等

相位物面，同时也产生了不同的散射结果，也即存在

着不确定性。但是，对于大量粒子组成的系统存在着

统计确定性，实际测量中我们所关心的也正是这种统

计分布。因此，可以将此面作为粒子形体的标志面，

对任意形体的等相位物面取其等效面积圆半径"作
为粒子大小的量度（简称为粒度）。粒度为"的粒子
数对所有粒数的比例表示了它的占有几率，可用$
（"）表示，称为该粒子群的粒度概率分布函数。

%-> 任意形体的等相位物面半椭圆组合模型与其
形体概率分布函数$!（!）
等相位物面的任意性给粒子形体的表示和确定

带来了困难，尽管"可以表示粒子的大小，但是，形
体不能用简单的模型表示。对此，我们用两个半椭

圆的组合来表示任意形体的等相位物面来解决此问

题。令!!*!+表示半椭圆的两轴半径之比，称为
形貌因子。图>所示分别为假设的几种形体的等相
位物面，从图中可见任意形体的等相位面，皆可以用

渐近半椭圆的代数和表示。

?)@-> A45’/)7B:;/’73&:+3/C:D’D;)7D’DB"9’83
在实际测量中我们所关心的是粒子群的形体的

分布状态而不是单个粒子的形体，同样，在形体对米

散射理论的影响方面关心的是统计分布性的影响而

不是个体的影响。因此对% 个粒子组成的系统，设
系统具有& 个不同的!值，则称系统有& 个形体
态，显然有&">%。形体因子为!的状态数#与&
的比值表示了该形体对全形体态的占有几率，用

$!（!）表示，称为形体概率分布函数，它表征了粒子
群形体的分布特征。

%-% 形体影响因子函数,（!）的确定
从（$2）式分析可见因形体变化而对散射产生

的影响势必会对$!（"）和$（"，!）的精确测定产生
影响，对此，必须求出!!（!）的分布。设光敏区光强
分布为高斯分布，取粒子散射截面为椭圆模型并认

为在光敏区的中心处。考虑到!!（!）的物理意义，定
义形体影响因子,（!），且有

!!（!）!-$,（!）， （$E）
其中-$为常数因子，,（!）为椭圆截面对圆截面在
高斯分布光敏区中散射的影响，从而有形体影响因

子函数,（!）推导如下：

!!*!+， ""> !"*+，
令,（"，!）表示粒度为"的粒子由于形体的变化而
对标准球形粒子散射能量的修正，所以有

,（"，!）!!
*

F
!

* $0.
>!+# >

F

3(80/
>0.>

0（ ）> +/+.0

!
"

F
!
">0.# >

F

3(80/
>0.>

0（ ）> +/+.， （$G）

其中0为高斯光敏区半径，从以上诸式可以求得形
体影响因子分布函数为

,（"，!）!0
$

,">#"$
H

-!F

（0$）-!
-">-

0>- # $>
，>#-，0"

>

!0（ ）> #（$!>#-）
#（$#-）#（>#-［ ］）0,I（"，$）， （>F）
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其中!!（"，"）是（#$）式中首项!%"形式的简记
符。若令"%"$，"$$分别得得到!（!）分布如图&。

’()*& +,-.(/01(230(454663570(45!（!）*
（8）"%"$；（2）"%"$$

显然可见! 函数在一定的形变区间内其分布
为线性，可以不考虑"的影响表示为

!%##!9##， （#"）

其中!!"，##为!函数分布曲线的斜率，表示了因
形变对散射产生影响的速率。

$!（!）%#"!（!）%#"##!9#"##，

令#%#"##，得$!（!）%#!9#，代入（":）式、（";）
式得

%（&）%%/（&）<!
（!）%!（!）
#
， （##）

或为

%（&）% .=5$/（"）
.［ ］"

9"

%/（"）<!
（!）%!（!）
# *

（#&）
从（##）式、（#&）式可以看出只要测定%!（!）和

%（&）后，可以定义%/（&）或%/（"），其中%（&）为

实验测量值， .=5$
/（"）
.［ ］"

9"
可以用标准粒子标

定［"&，">］，%!（!）可以用图像法测定。若
!（!）%!（!）

#
为常数，则%（&）与%/（&）具有相同的分布形貌，
此时可以用%（&）按球体反演方法反演得%/（"），
从而得%（!，"）%%

/（"）%!（!）。

> 实验与讨论
作为对上述反演方法和模型正确性的验证，我

们采用了基于米散射原理的、大角散射腔结构的

?$@A@型粒度分布测量仪对苯乙烯胶球粒子和煤粉
（非球型粒子）进行实验。考虑到测量在大粒度情况

下形体的影响较大，因而可以不考虑折射率的影响。

取粒径分布为&B!C""$D!C的粒子为样体。图>
为医用的细胞显微镜系统摄得的苯乙烯胶球粒子的

形体图，图D为该仪器对苯乙烯胶球粒子测得的

%/（&）分布，是一种近高斯分布，说明该仪器测量球
形粒子有较好的精度和分辨率。

’()*> +,-/,8E-46E.F/0F1-5-

’()*D +,-.(/01(230(45%/（&）641E.F/0F1-5-
图:为用医用细胞显微系统摄得的煤粉粒子的

形体图。现对煤粉粒子采用G8/(5AG8CC=-煤粉粒
子分布理论，并考虑到筛分的特征，煤粉%/（&）分
布如图;所示。

’()*: +,-/,8E-460,-748=E810(7=-/
从图:分析可以认为!取值范围为"""$，且

%!（!）为单值线性递减［准确的%!（!）分布有待日
后%!（!）的测量方法进一步的研究，从图:中可见

!大的粒子数在减少，所以作了单值线性递减的假
设］。在此范围内!（!）为单值线性递增，其积可以

::& 光 学 学 报 ##卷



认为是常数，则!!（"）与!（"）呈线性关系，此时

!!（"）可以用!（"）代替。

"#$%& ’()*#!+,#-.+#/0!!（"）#0#*)12
图3为456787粒度测量仪（电压通道分档范

围96:;，用9<=通道信号幅值甄别器测量信号）对
煤粉粒子样体测定的!（"）分布图，此结果与图&
的结果相似。所以在此情况下仍可以用!（"）分布
取代!!（"）分布，理论与实验吻合得较好。

"#$%3 !（"）*#!+,#-.+#/0>/,?/12/-21+)@#+(/.+0/,:12#A)*%
（1）"/,!1:B2)5；（-）"/,!1:B2)C

结论 本文的研究结果表明：

D）半椭圆组合模型不仅可以表示二维粒子的
形体，而且对三维粒子可以进行轴旋转表示。所以

适合于任意形体粒子的标志，尤其适合于二维粒子

群。

9）粒度形体概率分布函数更全面更准确地表
示了被测粒子群的统计分布特征，采用此概念可大

大提高测量结果的准确性和应用价值。

E）本反演方法未涉及到具体的散射理论模型、
测量仪器结构，所以具有普适性。尤其适用于基于

散射能量的测量仪如456787型等。对于形体参数
分布范围不大，形体概率分布函数与影响因子乘积

为常数的情况下，仍然可以用实验测量的响应函数

作为球体微粒粒度分布的反演依据，从而大大拓展

该类测量仪的应用能力。

F）当粒径#为亚微米量级或为百微米量级时，

$（!）为非线性，此时形体影响因子的模型、算法以
及实验确定方法尚需进一步的研究。

<）本理论模型仅适用于低浓度的微粒群（微粒
间距大于<"），且在光敏区内的散射为单次散射。

=）关于!!（!）分布的快速测定方法有待进一
步的研究。
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