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基于图像分形相关位移测量新方法的研究!

侯振德 秦玉文
（天津大学力学系，天津 $!!!("）

摘要： 本文从分形理论出发提出了图像分形相关位移测量的新方法。较之 "! 世纪 )! 年代发展起来的以像素的

灰度相关为基础的数字散斑相关法，分形相关法更充分地利用了散斑图的相关性特征，有着更深入的发展潜力。

为了验证理论与方法的可靠性，进行了验证性实验并和数字散斑相关法的测试结果进行了比较。测试结果显示，

测试精度至少可达 !*!+ 个像素。最后讨论了这一方法的发展前景。
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’ 引 言

自 "! 世纪 )! 年代发展起来的数字散斑相关

法［’］是利用变形前后物体表面的两幅数字化散斑图

像像素灰度间的相关性实现对物体表面的位移测

量。数字散斑图像是一个形态复杂的不规整的几何

结构，它不仅包含灰度信息还包含形态信息，可以说

变形前后两幅数字散斑图像间的结构形态特征和灰

度特征都具有相关性。充分地利用这些相关特征提

高测量精度和搜索速度将会使图像相关测量方法进

一步完善和发展。

分形是近年来发展起来的十分活跃的数学分

支［"］，已在物理、化学、医学、图像识别等领域获得应

用。本文提出了建立在分形理论基础上的图像分形

相关位移测量的新方法。利用变形前后图像的盒维

数作为相关参数进行位移搜索。并通过实验验证了

方法的可靠性。

" 原理与方法

关于分形，目前尚无严格的数学定义，一般将其

描述为具有自相似性和标度不变性且不能用传统几

何语言表达的不规整的几何形体［$，=］。自然界中的

分形则表现为统计自相似和存在于一定尺度范围内

的标度不变性。分形的形态复杂程度和不规整性用

分形维数（也称分数维）描述。

分形 维 数 的 定 义 有 多 种，以 盒 维 数（ -5>
?20<;@25;）为常用。对于一个分形（或集合）!，盒维

数 " 定义为

" # 320
!"!

# 3;$（!）
3;（’ %!）

，

其中 $（!）表示覆盖住 ! 的边长为!的正方形盒子

数。由于所选取的覆盖为正方形，所以盒维数最容易

由计算机求得。它是迄今为止应用最广泛的一种维

数。

实际计算时，取一系列不同尺寸的!得到一系

列$（!）。以 横 坐 标 表 示 3;（’ %!），以 纵 坐 标 表 示

3;$（!），3;$（!）& 3;（’ %!）曲线的直线段就是标度无

关性区域，而直线的斜率即为盒维数［#］。

" *’ 数字散斑图的分形性质

用于位移测量的数字散斑图一般源自被测物体

表面的自然纹理、结构形态或是在物体表面人工喷

制的 随 机 散 斑。在 小 视 场 时（ 如 小 于 ’ 00" A
" 00"）主要利用物体的细观或微观自然纹理及微观

结构形态。这类纹理的数字化图像具有分形特征已

被很多文献所认定［+ A )］。在此只需确定随机散斑的

数字化图像也具有分形特征。标度无关性是界定分

形的主要指标，所谓标度无关性是指覆盖的尺寸在

一定范围内变化时分形维数不变，也称比例自相似。

图 ’（1）是在材料表面制成的人工散斑图，此图

的散斑分布是随机的，灰度也是随机变化的。以图

中任一子区（图中方框，边长为 ’") 个像素）所包含

的像素作为所研究的集合，将其看作依灰度变化的

三维空间曲面。采用改进的用于计算分形曲面盒维

数的 B?-C（D<3182E< F2GG<D<;8213 H5>%:56;82;I）方法［#］计

算 $（!），即，
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!（!）" !
#

$ " !

%$"#$ & %$"%&

!
， （!）

其中，%$"#$、%$"%& 分别为第 $ 个覆盖内的最大灰度值

和最小灰度值，# 是边长为!的全部覆盖数。图 !（’）

是其 (&!（!）’ (&（! (!）曲线，!的长度分别为 )、*、+、

!,、-) 个像素。由图可知，在前四个点范围内曲线

呈线性关系。用最小二乘法拟合这四个点，盒维数

) . ! * ))/0,，其相关系数为 1 * 222+,，可见线性度非

常好，说明这是标度无关性区域。重复对图中其它

区域进行计算结果也都具有比例自相似的性质。据

此，可以确定这种数字散斑图也具有分形性质。

3%45! （#）678%9%:%#( ;<=:>(= <#88=7&；

（’）(&!（!）’ (&（! ?!）:@7A=

设变形前的图像中任一像素的位置坐标为 +，

不失一般性 + 意指像素的二维坐标点。在变形后

的图像中 + 移至,，+ 和, 一一对应，用 - 表示+、,
之间的映射关系，即 -：+",（+，,#.)），- 把变形

前的图像映射为变形后的图像。理论上这种映射并

不改变像素的灰度。

作为分形变形前后的两幅图像的分形维数具有

几何不变性和双 B%<;:C%8D 不变性的性质［-，*］。几何

不变性说明对集合进行平移、旋转和相似映射时不

改变分形维数。双 B%<;:C%8D 不变性的含意为：在 #
维实数空间 .# 中，若映射 -：.# " .# 满足

/! +) & +! $ -（+)）& -（+!）$
/) +) & +! ， （)）

则映射并不改变集合的分形维数，式中 +!，+) #
.#，/!、/) 为常数且 1$ /!$ /)$ E。应用于数字散

斑图（# " )）且 ,0 " -（+0）（ 0# 1 表示图像中各像

素点的序号），几何不变性确保了数字散斑图发生拉

伸、压缩变形及刚体位移时不影响其分形维数。由于

位移场的连续性和有界性，双 B%<;:C%8D 不变性说明

总可以找到满足（)）式条件的 /!、/)，使图像中发生

剪应变的任何微段 +) & +! 满足（)）式，所以，剪

切变形也不影响分形维数。

正是数字散斑图的分形性质，奠定了利用其分

形维数进行位移测量的基础。在图像中任意选定一

子区可以利用其分形维数作为区分其它子区的特征

参数。当然，不能采用与其它子区的分形维数直接比

较的方法进行区分，一方面是由于散斑的随机性，不

同的子区可能会有相同的分形维数；另一方面，虽然

变形后子区的分形维数未改变，但其形状已发生了

改变并且是未知的。若在变形后的散斑图中寻找变

形前的子区则只能选用与变形前形状和尺寸都相同

的子区进行搜索，此时，二者的分形维数是相关的但

不相等。所以，须借助于相关性实现位移测量。

3%45) F:C="#8%: G9 ;@’7=4%G&;

) 5) 位移测量方法

在变形前的数字散斑图中选定一要计算位移的

点 +，然后在变形后的散斑图中寻找 + 点的新位置

, 点。如图 ) 所示，在变形前的散斑图中以 + 点为中

心确定一子区 2。在变形后的散斑图中选定与子区

2 尺寸和形状都相同的子区3。将子区 2 分解成# 个

次级子区 20（ 0 " !，)，⋯#），并使 2 "%
#

0 " !
20，分别计

算出每个 20 的盒维数 )20
。同理，以同样的方式将子

区 3 分解成# 个次级子区30，使 3 "%
#

0 " !
30，并计算出

相应的盒维数 )30
。根据统计学的相关性原理，子区

2 和 3 之间的相关系数"为

" "
!

#

0 " !
（)20

&&)2）（)30
&&)3）

!
#

0 " !
（)20

&&)2）[ ]) ! ()
!

#

0 " !
（)30

&&)3）[ ]) ! ()
，

（-）

其中&)2、&)3 分别为)20
、)30

的均值。使"最接近!的子
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区 ! 即为子区 " 在变形后的散斑图中的新位置，其

中心点即为 # 点。# 和 $ 之差即为 $ 点的位移。

通常，变形后 $ 点未必映射到整数像素点，即 #
点不一定位于整数像素点，上述方法寻找到的只是

最临近 # 的整像素点，不妨记为 #%。需通过插值求

得与子区 ! 同构的亚像素子区，并由（!）式以同样

的方式搜索到 # 在亚像素点上的精确位置。

能否从亚像素子区中搜索到 # 的精确值其关键

在于插值是否影响分形维数。可以从分形的自相似

性分析亚像素子区与分形维数的关系。分形的自相

似性是指其形态在不同的空间尺度下观察时是相似

的（实际为统计自相似，这是自然界中分形的共性）。

数字散斑图的自相似性表现为灰度的多层次和形态

细节方面与宏观结构的自相似。由于计算机采集图

像时受光学设备分辨率、模数转换精度和噪声的影

响，图像的有些灰度层次和细节被丢失了。利用插值

求得位于非整数像素点的亚像素，客观上相当于近

似恢复图像的灰度层次和细节。由此计算出的分形

维数与实际值应是一致的。这一点最终要通过实验

来证实。

! 实验结果

为了验证理论与方法是否正确，作了验证性实

验。如图 ! 所示，试件是一块表面光滑无缺陷的矩

形环氧树脂块，在表面上喷制具有灰度分布的散斑

图［如图 "（#）］。变形前后的图像经 $$% 转化为数

字化图像输入计算机，集中力 & 沿纵向垂直作用于

试件上表面中央部位。测量图 ! 所示水平线 "!上

的纵向位移，线"!的位置相对于 & 的作用线左右对

称。计算时采用双线性插值求亚像素子区。

&’()! *+,-.#/’+ 01 /-2/

用分形相关法及以数字散斑相关法作为参照方

法分别计算了三个方面的数据。第一，沿线"!以力

& 的作用线为对称，在左右各 ""3 个像素的范围内

计算垂直位移，每隔 43 个像素计算一点，图 5 是测

试结果的拟合曲线，圆点表示用分形相关法计算的

结果，棱形表示用数字散斑相关法计算的参照结果。

第二，选择图 5 中剪应变最大的部位（第 66 至 76 像

素点）逐点计算总共 4" 个像素点的垂直位移，结果

如图 6 和图 8 所示。第三，在 "!线上任选一点（第

435 像素点）求得其实际位移点，并以此点为中心，

选择 59 : 59 像素的子区分别计算周围 "! : "! 像素

的邻域内各点的相关系数。图 7、图 9 是分别用分

形相关法和参照方法得到的相关系数随位置变化的

拟合曲面图。其中，’ 表示平行于线"!的方向，( 表

示垂直于线"!的方向。

&’()5 ;-</’+#= >’2?=#+-.-@/ 0@ /,- =’@- "! ) !：/-2/ >#/#；

"：A-1) >#/#

&’()6 ;-</’+#= >’2?=#+-.-@/ 0@ 2-<’-2 ?0’@/2（1<#+/#= .#/,0>）

&’()8 ;-</’+#= >’2?=#+-.-@/ 0@ 2-<’-2 ?0’@/2（A-1) .-/,0>）

根据图 5，可看出两种方法的计算结果基本一

致。二者差别的最大值为 3 ) 34 个像素。差别最大

的部位在第 63 B 73 像素之间。图 6 和图 8 显示了

这种差别。分形相关法的结果说明位移随像素的位

置基本呈光滑连续地变化。而参照方法的结果光滑

连续性相对要差，呈跳跃式地增加。实际上，试件的

表面位移是光滑连续变化的。从这一点分析分形相
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关法要优于参照方法。已知参照方法的测试精度是

! "!# 个像素，最保守地估计分形相关法的精度至少

为 ! "!$ 个像素，若从结果的光滑性分析，分形相关

法的精度会高于参照方法。同时，这一结果也证明

了，在这一精度水平上，通过插值求得亚像素集合其

分形维数与实际值是一致的。

%&’"( )*++,-./&*0 123 4-*/

%&’"5 6,7 "123 8*++,-./&*0 4-*/

根据图 ( 和图 5，分形相关法的相关性曲面的

单峰性优于参照方法。而参照方法的相关性曲面的

要比分形相关法的相关性曲面陡峭，后一点说明在

测试点周围像素间的灰度相关性要大于分形维数的

相关性。原因是参照方法是计算了 9!1#（#5 : #5）对

像素之间的相关性，而分形相关法只计算 1$ 对盒维

数之间的相关性。应该说参照方法所采用的信息多

于本文方法。但是，在实际位移点上，由分形相关法

所得到的相关系数为 ;$（相关曲面的峰值），而参照

方法的相关系数为 ;<（参照相关曲面的峰值）。可

以这样说在实际位移点的周围参照方法的相关性大

于分形相关法，而在实际位移点上分形相关法的相

关性要大于参照方法。在所计算的全部位移点上与

这一结论一致的点超过在 5!=。

由于分形相关法的单峰性优于参照方法，遂使

得相关性计算简单，实际搜索速度比参照方法要快

9# 倍左右。这在测试大位移时尤为有意义，比如，

利用 )>? 为 1!!@AB 的计算机在 95 : 95 像素的范

围内搜索一个点的位移使用参照方法需 1$ 分钟，而

采用分形相关法只需 < "C 分钟。

# 结论与讨论

利用分形维数相关测量位移是一种新的方法，

与 5! 年代发展起来的以像素的灰度相关为基础的

数字散斑相关法比较，分形相关法更充分地利用了

图像的相关性特征，有着进一步发展的前景。

<）应该说对子区内所有像素的灰度进行相关

计算所利用的信息最多，但是变形前后两次采集图

像过程中硬件噪声会影响图像的数字化转换精度使

得两幅图像的灰度水平和分布不尽一致，从而降低

图像所载信息的可靠性，自然也降低了变形前后两

幅图像像素灰度之间的相关性。将硬件噪声干扰用

二维空间分布的白噪声描述，根据（<）式求 !（!）是

一求和过程，求和相当于求均值，而白噪声的均值为

零，可见计算盒维数的同时也是消除白噪声的滤波

的过程。所以，变形前后散斑图的分形维数比灰度

要稳定。尽管分形维数仅仅是一个综合数值，然而

它是一个稳定的数学参数。与数量众多的像素的灰

度相关性相比前者在最终实际位移点上的相关性反

而更高。

9）分形维数有多种定义，如信息维数、关联维

数等都可被用来进行相关性搜索。尤其可利用分形

插值理论［1，#］计算亚像素，这是一种正在发展的理

论。随着这一理论的完善，可利用它的迭代函数系

统（D%E）对图像进行分形插值，其特点是保持图像的

分形维数不变，这样肯定会提高搜索精度。
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