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球面波的相奇异分布区域特征!

孙存英 赵道木 王绍民
（浙江大学物理系，杭州 $’!!")）

摘要： 从波动方程出发，在基尔霍夫边界条件下，根据积分的物理意义，简明地研究了发散和汇聚球面波的相奇

异区域分布。结果表明，除了汇聚的球面波焦点区域存在相奇异现象外，焦点以外的区域及对发散的球面波同样

存在相奇异现象。发散球面波的相奇异区位于入射空间，在相奇异区域的不同部分相奇异规律不同，源点是相奇

异区里的一个特殊点。汇聚的球面波的相奇异区域存在于像空间，结构简单，焦点是相奇异区域里的一个特殊点。
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’ 引 言
相奇异现象在光学中起着重要的作用，许多研

究者认为它与诸多光学现象的产生有关，如它可以

解释衍射波的相位超前问题，决定激光腔中的横向

模的谐振频率，影响光钳焦点处的横向捕获力，导致

真空中的超光速现象等［"］。因而，相奇异现象自

古伊于 ’)&!年发现以来，研究工作一直没有间断

过［’ ; +］。

以往对相奇异现象的研究仅局限于汇聚波的焦

点区域，且研究方法一般较为复杂，如 <18=>>: 和

?>2=［"］根据基尔霍夫衍射积分公式，利用络梅尔函

数，给出焦点区域的复杂相分布，从而表明在焦点区

域存在相奇异现象等。

本文从亥母霍兹定理出发，在基尔霍夫边界条

件下，根据面积分的物理意义，简明地研究了发散和

汇聚球面波的相奇异区域分布。结果表明除汇聚波

的焦点区域外，在焦点以外的区域及对发散波均存

在相奇异现象。

" 自由空间的场函数

设严格单色的标量波为
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在真空中，与空间有关的部分满足与时间无关的波

动方程
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令 ’ 是闭合面 () 所包围的体积，* 是 () 内任一点，

并假定 & 在 () 内和 () 上具有连续的一阶和二阶偏

微商，如果 (& 是任一其他函数，和 & 满足同样的连

续性条件，则由格林定理，有
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其中%F%+ 表示沿积分面内向法线取微商。取球面波

的格林函数 (& @ 9AB（1,-）F -，- 为* 点到面元 E () 的

距离，显然对于 - @ !， (& 有一奇点。根据留数定理，

光速有限，无穷远空间等近似［-］，由（$）式可得

&（*）@ ’
(!$

)

& %
%+

9AB（1,-）
- C 9AB（1,-）

-
%&
%[ ]+ E)，

（(）

其中，) 是 () 的一部分。&（*）为齐次波动方程在场

中任一点 * 的解。

$ 球面波的相奇异分布区域特征

自由传播的单色波在经过小孔时，场分布会因

边界作用而改变。这里利用基尔霍夫边界条件，研究

球面波的相奇异区域分布。

$ 7 ’ 发散球面波的情况

当入射波为发散的球面波时，在孔面上取基尔

霍夫边界条件，得
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其中 !"#（ !，"）! $。将（%）式代入（&）式，整理得
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（0）式中的各量如图 1 所示。在图 1 中，"代表入射

空间，#代表像空间，) 是孔面上任一点，$$ 是点

源，$ 是场点，* 和 + 是小孔边界上的两点，" 和 (
分别是点源 $$ 与场点 $ 到积分面元的距离。 ! 是

积分面的内向法线，角度（ !，"）和（ !，(）分别是 "
和 ( 与法线 ! 所成的角。

根据（0）式，对应于积分面上任一点 )，$ 点处

的微扰元 # 1（$）为

2+3 / 1 4+#56+785+"9 ": 5;( *;<#+!=> ?8=95+5+(#

#（$）’ %
&!

()*［+’（ " , (）］
"( +’［!"#（ !，(）- !"#（ !，"）］, !"#（ !，"）

" - !"#（ !，(）[ ]{ }( ， （@）

设
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显然（B）式是波不受扰动地从点源经小孔上一点到

达场 点 情 况 下 的 场 函 数。自 然 地，（C）式 中 的

,（ "，(）可以理解为边界效应对场函数的影响。设

,（ "，(）的相位为!，则
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从（1$）式可看出，对于空间中不同点，由边界作用

引入的相位是不同的。对于发散的球面波，恒有

!"#（ !，"）! $。对于入射空间的场点，有 !"#（ !，(）

! $。对于一定的点源及积分面上一点，" 和 !"#（ !，

"）一定，令

" ’ " $， !"#（ !，"）’ !"#（ !，" $），

及

" $ A!"#（ !，" $）’ - /
对于（1$）式，当

( ’ -!"#（ !，(）， （11=）
除（ !，(）’（ !，" $）的点外，方程存在奇点。对于立

体角（ !，(）#!AD，在极坐标系下，（11=）式是一个球

面方程。当

（ !，(）’（ !，" $） （117）

时，（1$）式恒为零。对于任意的 (，（117）式的轨迹是

一个圆锥。令 & 1 和 & D 分别代表上面的球面和锥面，

则 & 1 和 & D 的交线为一个圆。入射空间被 & 1 和 & D

分割 为 四 部 分 . 1、. D、. E 和 . &。设 在 & 1 上，

( ’ ($。根据（1$）式，当 ( 从 . 1 和 . E 空间分别趋于

($ 时，有
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即! ’ G!AD，当 ( 分别从 . D 和 . & 空间趋于 ($
时，有

>+F
($ ($

5=9! ’%H，

即! ’%!AD。

由以上分析知，对于积分面上一点 )，存在一

个相位突变球面 & 1。在球面 & 1 的每个侧面，在球面

与锥面的交线两侧，存在!相位差。在球面 & 1 内外

侧面间，也同样存在!相位差。图 D（=）为在发散波

情况下相奇异面的截面图。$$ 和 $1 为 & 1 和 & D 交

线上的两点。因为 ) 点的任意性，对于积分边界上

任两点 ) 1 和 ) D，根据（11=）式同样可以画出它们

对应的球面，位于两球面间的区域为相应的相位跃

变区。相位跃变区的截面结构如图 D（7）所示。在区

域 / 的外侧与内侧的相位差为!，相应的 0 的外侧

与内侧的相位差为 -!。
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; $ % 会聚球面波的情况

当入射波为汇聚球面波时，（<）式变为

! = " (>/（? "#$）
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且有 *,)（ %，$）" A。令

*,)（ %，$）= *,)（!?!）= ? *,)!，

则（@A）式变为
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根据（@;）式，当 *,)（ %，&）D A，即场点在像空间时，

方程有奇点。令 *,)（ %，&）= ? *,)#，则（@;）式变为

+0-" = #（*,)! C *,)#）
*,)!B $ ? *,)#B & $ （@E）

对于一定的入射波及孔面上一点，$ B*,)! = ’ 为常

数。类似于发散波的情况，对于立体角#"!B%，满足

方程 & = ’*,)#的点的轨迹是球面。令 ( ; 表示该球

面，且在该球面上，令 & = &@。根据（@E）式，当 & 从大

于 &@ 一 侧 趋 于 &@ 时，有 2"1
&# &@

+0-" = C F，即

" = C!B%；当 & 从 小 于 &@ 一 侧 趋 于 &@ 时，有

2"1
&# &@

+0-" = ? F，即" = ?!B%。因此 ( ; 是一个相位

突变面，两侧间存在!相位差。该相位突变面的截面

结构如图 ;（0），对于孔面上的所有点，类似于发散

波的情况，则存在如图 ;（9）所示的相位突变区域，

在相位突变区域两侧存在!相位差。文献［G］根据

边界波公式所暗含的光场阴影边界两侧有!位相

差，设计实验证明边界波是一种物理实在。这里给

出的非焦点区域存在相奇异区，在相位突变区域两

侧存在!相位差的结论为文献［G］实验提供了新的

理论依据。
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结论 本文从波动方程出发，在基尔霍夫边界条件

下，根据积分的物理意义，简明地研究了发散和汇聚

球面波的相奇异区域分布。分析表明，无论是发散

波还是汇聚波，在边界条件束缚下，均产生相奇异现

象。对于发散波，其相奇异区域位于入射空间。在

相奇异区域的不同部分，相奇异规律不同，源点位于

相奇异规律发生变化的分界线上。对于汇聚波，相

奇异区域位于像空间，相奇异规律单一，焦点是相奇

异区域内的一个特殊点。对于汇聚波焦点处的相奇

异现象已有较多研究，而对焦点以外的区域及发散

波的相奇异现象研究，不但对实验专家设计实验进

行验证具有指导作用，有利于拓宽相奇异现象的研

究区域，在理论上也为相关的光学现象的解释提供

新的思路。
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