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哈特曼 夏克传感器的泽尼克模式波前复原误差!

李新阳 姜文汉
（中国科学院光电技术研究所自适应光学研究室，成都(’!"!&）

摘要： 利用哈特曼 夏克传感器测量圆孔径内波像差时，通常使用泽尼克模式复原算法。推导了一般情况下哈特

曼 夏克传感器泽尼克模式波前复原误差的计算公式。用哈特曼 夏克传感器测量一个像差板的随机静态像差，通

过与)*+,干涉仪的测量结果比较，得到不同泽尼克模式复原阶数下的波前复原误差的实验结果，并与理论计算

结果进行了对比。
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’ 引 言

哈特曼 夏克型波前传感器是目前常用的测量

静态或动态波前像差的工具［’"=］。它的基本原理是

把波前划分为若干个子孔径，在各个子孔径上分别

测量两个正交方向上的波前偏导值，即波前斜率，然

后根据子孔径上的波前斜率进行波前复原计算，得

到整孔径上的波前像差。常用的波前复原算法有模

式法和区域法等［’"=］。

泽尼克（)9><4?9）多项式是圆孔径上模式波前

复原时最常用的数学工具之一［#，(］。但是哈特曼 夏

克传感器的泽尼克模式复原误差问题始终没有得到

透彻的研究。国内外关于哈特曼 夏克传感器测量

误差的文献中，侧重于子孔径斜率测量精度的分析，

关于模式波前复原误差的分析较少，并且缺乏通用

性［@"&］。所以长久以来，人们在对哈特曼 夏克传感

器进行泽尼克模式波前复原时，常常凭经验选择模

式复原阶数。本文试图建立一套一般情况下哈特曼

夏克传感器泽尼克模式波前复原误差的计算公式，

并对计算公式的准确性进行实验验证。

" 利用哈特曼 夏克传感器测量波前

像差

众所周知，泽尼克多项式在圆域内是正交完备

的。任意波前像差都可以描述为一系列正交泽尼克

多项式的线性组合［#，(］。考虑最一般的情况，一个

动态波前像差可以表示为：

!（!，"）A"
#

$A’
%$（"）&$（!）， （’）

其中&$（!）是多项式的第$项，或称为第$阶泽尼

克模式，%$（"）是模式系数，"是时间序列，#是波前

像差中包含的泽尼克模式阶数。通常为了准确描述

某种像差需要的模式阶数很多，达到几十或上百项。

泽尼克模式的特性由径向频率数’和角向频率数(
决定。本文中泽尼克模式的定义与B855相同，只是本

文以波前倾斜（( A’A’）为第一项开始排列，而

B855文献中以波前平移（(A’A!）为第一项开始

排列［#，(］。因为哈特曼 夏克传感器无法测量波前平

移，而且多数光学系统（如自适应光学系统）中也不

考虑波前平移影响，所以本文不讨论波前平移。
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哈特曼 夏克传感器的基本工作原理如图’所

示。一组孔径大小和焦距相同的微透镜阵列把主孔

径划分为若干个子孔径分别成像，用OOP相机等面

阵探测器件测量出每个子孔径上像点与标定位置的

第""卷 第’!期

"!!"年’!月

光 学 学 报

/O-/,Q-RO/KRBRO/
S85:""，B8:’!
,;J8T9>，"!!"



偏移量，换算出波前斜率。子孔径上的波前斜率与

整个圆孔径上波前像差间的关系为：

!!"!!"#$"（#）［"!（#，%）·!］， （#）

其中$"（#）是第"个子孔径的归一化权重函数，"
是斜率算子，!是表示斜率测量方向的单位向量，通

常定义在&、’两个正交方向上。子孔径波前斜率与

泽尼克模式系数间的关系为：

!!"!#
(

)!$
*)!"#$"（#）$+)（#）!$!， （%）

上式可以表示为矩阵形式

"!（(
$#）（(

$!）， （&）

其中"!［!&$，!’$，⋯，!&,，!’,］’是哈特曼 夏克传

感器的子孔径波前斜率向量，, 是探测器的子孔径

数，-"!!［*"，*"($，⋯，*-］’是第"到-阶泽尼克模式

系数向量，-"#是子孔径波前斜率与第"到-阶泽尼克

模式系数间的关系矩阵，其中矩阵元素

.")!!!"#$"（#）$+)（#）!$!)

一旦哈特曼 夏克传感器的子孔径布局形式确定，#
矩阵的各个元素就可以事先精确计算出来。

通常情况下待测像差中包含的模式阶数(未

知，波前复原时测量者凭经验选择的模式阶数/不

一定等于(。根据最小方差准则，从哈特曼 夏克传

感器子孔径波前斜率复原计算/阶泽尼克模式系数

的过程为：
/
$!*!（/

$#）("， （+）

其中$
$!*!［0*$，0*#，⋯，0*/］’ 为复原出的模式系数

向量，/是复原模式阶数，矩阵（/
$#）( 为矩阵/

$#的

广义逆。根据复原出的泽尼克模式系数得到波前像

差的测量结果为：
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% 哈特曼 夏克传感器的模式波前复

原误差

哈特曼 夏克传感器中，经模式复原出的波前与

待测原始波前间的误差为：
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其中〈·〉表示信号的时间系综平均。泽尼克模式具

有在圆孔径上互相正交的性质!"#+"（#）+-（#）!

""，-，所以上式展开为
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如果令-
"2** !〈（-

"!）（-
"!）’〉为待测波前像差中第"

到-阶泽尼克模式系数的统计相关矩阵，/$$0*0* !
〈（/

$%!）（/
$%!）’〉为复原出的第$到/阶模式系数的统

计相关矩阵，1$$*0* !1
$$0**!〈（1

$%!）（1
$!）’〉为第$

到1阶的复原出模式与原始像差中相应模式的统计

相关矩阵。则上式可以表示为：

"#（/）!34（(
$$**）(34（/

$$0*0*）-#34（1
$$0**）， （5）

其中34（·）表示求矩阵迹运算。不失一般性，假设

((/或1!/，则：

"#（/）!34（(
/($$**）(

34（/
$$**(/

$$0*0*-#/$$0**）!

"#6733018（/）("#697:;018（/）) （$<）

上式中第一项为模式复原阶数不够造成的模式截断

误差，第二项为复原出模式与原始像差中模式间的

差异造成的模式混淆误差，它们都与模式复原阶数

/有关。在/)(的情况下，不存在模式截断误差，

但仍存在模式混淆误差。

通常在子孔径波前斜率测量过程中还会引入测

量噪声&。&一般为高斯白噪声形式，叠加在真实斜

率测量值上，与真实斜率测量值互不相关，且满足

〈"&’〉!〈&"’〉， 〈&&’〉!"#3’， （$$）

其中’为单位矩阵。上式假设各个子孔径上的噪声

方差同为"#3。易于证明噪声引起的波前模式复原误

差也与模式复原阶数/有关：

"#190=>（/）!34［（/
$.）(（/

$.）(’］"#3) （$#）

一般情况下，传感器的模式波前复原误差是模式截

断误差、模式混淆误差、噪声引起的误差总和：

"#（/）!"#6733018（/）("#697:;018（/）("#190=>（/）) （$%）

从上面的分析中可以看到，哈特曼 夏克传感

器的模式波前复原误差与待测波前像差中的模式分

布特性密切相关，即与矩阵$** 有关。其中最复杂的

情况是包含无数阶模式的动态像差，如大气湍流畸

变波前；而最简单的情况是只包含有限阶模式的静

态像差，如像差板。这两种情况都可以用（$%）式和

上面的方法进行分析。限于篇幅，本文仅分析哈特曼

夏克传感器对静态像差的模式复原误差。
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! 哈特曼 夏克传感器对静态像差的

测量误差

在利用哈特曼 夏克传感器对光学器件面形加

工精度、光学系统的装调像差等进行测量时，可以把

待测量的对象看作是只包含有限阶泽尼克模式的静

态波前像差。对一个有限!阶的静态像差!
"!#［""，

"$，⋯，"!］%，用#阶模式进行复原，复原模式系数

间的关系为：

#
""! #（#

"#）&（!
"#）（!

"!）， （"!）

这时：

!
"$""#（!

"!）（!
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""!）（%
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"#）（!
""!）（%

""）%，

%#*+,（!，#）， （"’-）

根据（.）式和（"’）式可以计算这种情况下的波前复

原误差。可见这时的波前复原误差与（#
"#）&（!

"#）的

值密切相关。根据矩阵理论，只有在##!!$&的

特殊情况下，两矩阵满足（#
"#）&%（#

"#）#&，这时复

原模式将与待测模式完全一致，模式截断误差和模

式混淆误差均不存在。当#"!时都会存在模式混

淆误差。当##!，某些高阶模式被复原为低阶模

式，当#$!，某些低阶模式又被复原为高阶模式。

/+01$ 23)(4567365-8,9+036(7+8,89(:(67*(,,;2<(-=
>(?5968,7@5,@86

’ 实验和结果分析

本文使用的哈特曼 夏克传感器子孔径划分形

式如图$所示。传感器中AAB的靶面为"$CD"$C
像素，每子孔径"ED"E像素，"$位数模转换图像的

读出速率为!".帧!秒，共连续采样"F$!帧进行分

析。传感器的零点事先用标准平行光源进行标定。

按照检验哈特曼 夏克传感器测量精度的常用做法，

先用GHIJ干涉仪对像差板的像差分布情况进行

测量，然后用传感器对同一像差板进行测量，并对比

两种测量结果。一般认为GHIJ干涉仪的测量结

果比较准确，可以用作对比的基准。实验中GHIJ
干涉仪和传感器的测量光源都是波长F1EK$C"*的

氦氖激光，准直成一束标准平行光，光束的强度也调

整到比较理想的程度。

本文所用的GHIJ;#型干涉仪的测量结果以

一种特殊泽尼克多项式的系数表示。这种特殊泽尼

克多项式把每阶波前模式的极值归一化为"，而

L8MM定义的泽尼克多项式把每阶波前模式的方差归

一化为"。另外，两种泽尼克多项式的模式序号排

列方式不同。例如GHIJ干涉仪的第"’阶泽尼克

多项式对应L8MM定义的第$"阶泽尼克多项式（高

阶球差）。根据各自的定义，这两种泽尼克多项式的

系数间能够一一对应地、无误差地互相转换。

实验所用的像差板是经光学磨制后的普通窗玻

璃，包含有静态的随机像差。普通窗玻璃的随机像

差大小和像差分布都不易控制，加工后一定要筛选

出那些像差大小合适的才能作为像差板使用，所以

成品率较低。为了配合实验，特地挑选了一块像差

类型比较丰富的像差板作为样品。GHIJ干涉仪对

像差板的波前测量结果如图K所示，峰谷值大约’
个波长，同时给出了用前"’阶特殊泽尼克多项式系

数表示的像差分布情况，以离焦为主要成分。为了

方便对比，首先把GHIJ干涉仪测量结果转化为

L8MM所定义的泽尼克多项式系数，共$"阶，如表"
中所示。其中两个波前整体倾斜项（’#"，&#"，(
#"，$）无法对比，故没有计算在内。

/+01K N5(@365O>(?5968,789(,()566(7+8,4M(75
>+7<GHIJ+,7569568*5756

接着用哈特曼 夏克传感器对同一块像差板进

行测量。分别计算了不同模式复原阶数下的泽尼克

复原系数，用"$CD"$C的网格复原出了波前像差并

与GHIJ干涉仪的测量结果对比，计算出均方根波
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前复原误差。总复原阶数!分别是!、""、#$、%$等

几种情况下的前&$阶的泽尼克系数的复原结果如

表"所示，可见模式混淆误差确实存在。波前复原

误差与泽尼克模式复原阶数的关系如图’所示。可

见在模式复原阶数达到!时均方根波前复原误差已

经达到"!"(波长，并且理论结果与实际计算结果符

合得非常好。但实验结果显示当复原阶数等于""
时，均方根波前复原误差达到最小值约"!#(波长；

而理论计算结果表明当复原阶数等于"$时，均方根

波前复原误差的最小值约"!&$(波长。理论结果与

实际计算结果都显示，随着复原阶数的继续增加，波

前复原误差持续变大。但当复原阶数大于"(后，均

方根波前复原误差的理论计算结果优于"!"((波

长，而实验结果在"!#(到"!&(波长左右。

)*+,’ -./0/123*456.*78/39//50/:45630;:3/<=/05*>/?4</
5;?8/025<3./0/:45630;:3/<92@/A0453/0040

-281/",=/05*>/:4/AA*:*/536?/26;0/<0/6;136
=/05*>/40</0

" # $
=BCD?/26;0/<

E203?255FG.2:>?/26;0/<0/6;13
!H! !H"" !H&" !H#$ !H%$
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分析造成这种差异的主要原因是=BCD干涉

仪的测量误差、仪器的对准误差、哈特曼 夏克传感

器的随机测量误差等。首先=BCD干涉仪的测量

结果并不是绝对准确的。根据说明书，本试验所用

=BCDF"型干涉仪存在约"!#(波长的峰谷值误差。

其次虽然经过仔细调整，像差板在两次装夹过程中

仍会有一定的对准误差。另外测量过程中工作环境

的气流变化、温度变化、相机的电子噪声等随机因素

对传感器的测量精度也有轻微的影响。以上这些因

素使实际情况下哈特曼 夏克传感器不可能达到理

论预计的优于"!"((波长的测量精度。对本文中的

哈特曼传感器来说，"!#(波长的测量精度已经非常

令人满意了。因此可以说实验中测量结果与理论计

算结果间的差异水平是正常的，也说明本文关于哈特

曼 夏克传感器模式复原误差的分析方法是正确的。

结论 本文研究了哈特曼 夏克传感器采用泽尼克

模式复原算法时的波前复原误差。分析了模式截断
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误差、模式混淆误差和噪声引起的复原误差的来源

和影响因素。给出了一般情况下计算哈特曼 夏克

传感器泽尼克模式复原误差的公式。用哈特曼 夏

克传感器实际测量了一个像差板的静态像差，用不

同的泽尼克模式阶数进行波前复原，并与!"#$干

涉仪的波前测量结果比较。实验结果验证了本文理

论分析方法是正确的。该分析方法不仅适用静态像

差情形，还可以推广到动态像差的情形。限于篇幅，

关于哈特曼 夏克传感器对大气湍流动态畸变波前

测量误差的问题，将在另外的文章中进行分析。

目前在使用哈特曼 夏克传感器的过程中，模式

复原阶数的选取都凭经验，存在相当大的随意性。

通常认为哈特曼 夏克传感器的波前复原精度只与

子孔径数目和分割方式有关。本文的分析表明，哈

特曼 夏克传感器的波前复原精度还与选择的模式

复原阶数和待测像差特性密切有关。原则上子孔径

数目越多，采用的泽尼克模式复原阶数越多，波前复

原精度会越高；但在相同子孔径条件下，如果模式复

原阶数选得过多，模式耦合误差和测量噪声等的影

响会增加，最终反而会降低传感器的波前复原精度。

例如本文中%&子孔径的哈特曼 夏克传感器，对静

态像差板的最优复原阶数是’%。模式阶数过少或

过多都会增加波前复原误差。所以模式复原阶数应

该根据实际情况合理选择，才能保证传感器的波前

复原精度。

本文中的实验数据由中科院光电所的同事饶长

辉博士提供，同事沈锋博士和饶学军副研究员对本

文提供了帮助，在此一并表示感谢。
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