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渐变折射率波导传播特性微扰计算的代数递推公式!

佘守宪 王 健 张思炯 吴 柳
（北方交通大学物理系，北京 ’!!!((）

摘要： 应用量子力学的超位力定理（*+,）和赫尔曼 费恩曼（*-../011%2-31/01）定理（*2,），导出了用微扰法计

算渐变折射率平面波导传播常数各级近似值的代数递推公式，并给出了由传播常数近似值计算模场近似表达式的

代数公式。计算了几个典型实例。此法的特点是便于直接计算任意级近似的传播常数及模场分布，且可推广到二

维波导的计算。
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’ 引 言
考虑某个扩散平面波导，波导厚度沿 ! 方向，

折射率分布函数为 "（ !），则模场!（ !）满足方程：

A"!B（A ! "）C［ #" ""（ !）D"
"］! E !， （’）

其中"为传播常数，# E "!B#为真空中的波数。设波

导剖面折射率分布由下式给出：

""（ !）E ""
F C（ ""

! D ""
F ）$（ !）， （"）

其中 "! 为表面最大折射率，" F 为衬底折射率，$（ !）

为单调下降函数，$（!）E ’，$（G）E !。设 % 为扩散

深度，引入无量纲参数
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这里，( E"B #，& 称为归一化宽度，’ 称为归一化

传播常数，并作变量变换：

$ E（"& B)）（ ! B%）， （(）

) 为非零常量，可根据需要选定。于是，可定义归一

化折射率分布%（$）和归一化本征值&* ：

%（$）E )" &［ ""
! D ""（)%$B"& ）］B（ ""
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)" &［’ D $（)%$B"& ）］， （#）
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其中 * 为模数，’* 为波导 ,6* 模的归一化传播常

数，则（’）式化为本征值方程：

+!* E&*!* > （H）

对渐变折射率分布%（$），+ 是厄米算符

+ E D A" BA$
" C%（$）> （I）

于是，（H）式与一个具有势能%（$）及本征值&* 单

粒子束缚态的定态薛定谔方程相当。这里，本征函数

!*（$）即 ,6* 模的模场分布，而由本征值&* 通过

（)）式可求得相应的传播常数 ’* 。众所周知，仅当

%（$）为直线、抛物线和指数等几种函数形式时（H）

式才有精确解［’］。一般情况下，只能用数值计算或近

似方法求解［" J ’!］。常见的瑞利 薛定谔（K%L）微扰

法，需借助定态波函数计算能级近似值，计算较为复

杂。近年来，在布里渊 维格纳微扰论的基础上发展

了一种迭代微扰法［’’］，可用计算机编程进行数值计

算；L;M-=-=［’"］提出的超收敛微扰法在量子力学中对

阐明是否存在李变换具有重要的理论意义，但实际

计算比较繁琐。

L8-1FN1 和 O01PN=<M［’$］ 曾 将 超 位 力 定 理

（*+,）和赫尔曼 费恩曼定理（*2,）引入瑞利 薛

定谔微扰计算，该方法只需做代数运算而不必知道

态函数的具体表达式，简便易行。我们曾将该方法

引入高斯型渐变折射率平面波导导模的计算［’(］。

本文在此基础上，以抛物线和线性折射率分布为基

础（作为零级近似），计算了可展开为幂级数的任意

折射率剖面的传播常数各级近似值的代数递推公

式，并导出了由所求得的传播常数近似值计算相应

导模场分布近似表达式的代数公式。给出了应用代

数递推公式进行计算的几个典型实例。本文方法的

特点是：便于直接计算任意级近似的传播常数与模

场分布，而且可以推广到二维等情况。

" 理 论

! E ! 时，%（$）E ! 的幂级数为
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进行微扰计算时，可把幂级数截断成多项式，并取

% ! % % " %& ，其中

% % ! ’ () *（("
)）"!

#
"#"

#

为算符 % 的未微扰部分，% %#& !$% &#& 有精确解，

$% & 为第 & 个本征值（即第 & 个导模的本征值）。而

%& ! !
$
"$"

$ （+%）

为微扰部分。$% & 可视为 %#& !$&#& 的本征值$& 的

零级近似值，而各级修正则可借助超位力定理与赫

尔曼 费恩曼定理求出。下面导出有关计算公式。

为简便起见，略去量子数 &，记$& 为$及$% & 为

$%，并记〈 ’〉!〈#& ’ #& 〉。于是超位力定理为：设

( 为任意不显含时间的算符，记［%，(］" %( ’
(%，而 %# ! )#，#为归一化波函数，则有

〈［%，(］〉! % # （++）

赫尔曼 费恩曼定理为：若 % 是某个参量%的函数%
! %（%），则

#$*#% !〈#% *#%〉# （+)）

下面利用超位力定理和赫尔曼 费恩曼定理求

解可展开为"的幂级数的任意势函数形式!（"）的

本征值方程（,）式。分别取

( !"
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*（(*("）， * ! %，+，)，⋯，（+-）

代入（++）式，注意到（$）式，合并整理得超位力定理
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参照瑞利 薛定谔微扰论，设期望值展成%的幂级数
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并令上式中 , ! %，则有

〈+〉! + !〈+〉% "%〈+〉+ " ⋯， （+0）

〈"
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+ + ! %，
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将算符写成

% ! % % "%%& ! % % "%!
$
"$"

$ ， （+1）

则赫尔曼 费恩曼定理给出

#$*（#%）!〈#% *（#%）〉! !
$
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$ 〉# （+$）

将（+/）式代入（+$）式及（+.）式后，令等式两边%的

同次幂相等，分别得到

+$+ ! !
$
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和
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利用（)%）式、（)+）式及（+,）式给出的赫尔曼 费恩

曼、超位力定理和归一化条件，就能通过代数递推得

到$的微扰展开，且展开项中只出现零级近似值

$%（即第 & 个模的本征值的零级近似值$&%）。注意到

（$）式归一化折射率的幂级数展开式的前几项

!（"）! !
!
"!"

! ! "% " "+" " ")"
) " ⋯，

常数项仅仅使本征值增加 "%；线性项 "+"对应的本

征值方程有精确解，但对某些折射率分布［如在" !
% 处!（"）有极值时］，"+ ! %；抛物线项 ")"

)（对应

谐振子）的本征值方程也有精确解，但更高阶项对

应的本征值方程没有精确解。所以，下面分别考虑

线性和抛物线型折射率分布的本征值方程作为零级

近似的情形。对于在" ! %附近可展开为"的幂级数

的任意渐变折射率分布而言，这是具有普遍意义的。

) #+ 以抛物线型折射率分布波导传播的常数作为

零级近似值，导出渐变折射率波导传播常数

的各级近似值

抛物线型折射率分布的无量纲本征值方程为

’ () *（("
)）""[ ])

# !$%## （))）

其本征值为

$% !$&% ! ) & " + （ & ! %，+，)，⋯）#（)-）

下面考虑归一化折射率分布可以展开为如下幂

级数形式的波导问题：

!（"）! ")"
) " "-"

- " "."
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/ " ⋯，（).）

在（.）式中选取合适的 . 使 ") ! +。取

% % ! ’ () *("
) ""

)，

%& ! "-"
- " "."

. " "/"
/ " "0"

0 " }⋯，
（)/）

即在（)%）式、（)+）式中，# ! )，") ! +，$ ! -，.，/，

0，⋯，于是，（)+）式则为
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利用（)0）、（+,）、（)%）式，可由递推法依次求出〈"
$ 〉+
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及!! 。为求一级微扰修正值，令（!"）式中 " # $，得

〈"
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# % &［ #!$〈"
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分别令 # # $，&，!，⋯，并利用（&+）式，依次递推得

到〈"
$ 〉$（ $ # &，!，)⋯）的值如下：
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等，!$ # ! % % &。由（!$）式即得一级微扰修正值
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下面来求二级微扰修正值。由（!"）式，令 " # &，得
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分别令 # # $，&，!，⋯，并利用（&+）式及（!.）式，依

次递推得到〈"
$ 〉&（ $ # &，!，)⋯）的值如下
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而由（!$）式，即得二级微扰修正值

!! #
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! ，
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于是能级的二级近似值为! #!$ %!& %!! ，其中!&

和!! 都可由!$ 用（!0）式和（)!）式算出。

可以指出，利用计算机编程计算，可以直接借助

（!$）式、（!&）式及（&+）式用递推法求得任意级近似

的能级近似值（参看文献［&) 1 &,］）。

! *! 以直线型折射率分布波导的传播常数作为零

级近似值，导出渐变折射率波导传播常数的

各级近似值

直线型折射率分布的无量纲本征值方程写为

’ 2!

2"
! %( )"# #!$#， #（$）# $， #（3）# $，

（))）

它的解可用艾里函数表示：#%（"）# ()（" ’!$% ），且

#%（$）# ()（’!$% ）# $，可见，本征值是艾里函数的

零点，可精确求出。其前 &$ 个零点如表 & 所示［&,］。

45678 & * 98:;< ;= >?:@ =ABCD?;B［ ( )（ ’!$ % ）# $］［&,

##

］

% !$ % % !$## %

##& ! * )). " 0 * $!&

##! ( * $.. + &$ * $($

##) , * ,!& . && * $$0

##( " * +.+ 0 && * 0)"
, + * 0(( &$ &! * .!0

下面我们以艾里函数的零点!$ #!$ % 作为零级

近似，考虑归一化折射率分布可以展开为如下幂级

数形式的波导问题：

$（"）# &&" % &!"
! % &)"

) % &("
( % &,"

, % ⋯，

（)(）

这里，&& # &。取

* $ # ’ 2! -2"
! %"，

*E # &!"
! % &)"

) % &("
( % &,"

, % }⋯，
（),）

即在（!&）式中令 + # &，&& # &，’ # )，(，,，"，⋯。

于是，与前述一样由〈"
$〉! #%!$ 开始，可依次递推得

到〈"
$ 〉$，〈"

$ 〉&，〈"
$ 〉!，⋯（ $ # &，!，)，⋯）诸值，从而

求得 & 级，! 级，) 级 ⋯ 微扰修正值!&、!! 、!) ，⋯。

! *) 由导模传播常数近似值求模场分布近似表达

式

对于导模而言，场振幅在平面波导的包层和衬

底中均随深度增加而急剧减小。因此，由上述代数公

式求出各导模传播常数的近似值后，就可以直接应

用本征值方程用幂级数法求出导模模场的近似表达

式（用幂级数的截断多项式表示）。以下仅以$（"）
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!!
" # !$!

$ # !%!
%（近抛物线型折射率剖面）为例，

分别对偶模［"&（’）! ’，"（’）! ’］及奇模［"（’）!
’，"&（’）! ’］求出模场分布的近似表达式。

偶模：令

"（!）! "’ # (
" ""!

" # (
$ "$!

$ # (
% "%!

% #

(
) ")!

) # (
* "*!

* # (
+ "+!

+， （$*）

代入本征值方程

, -"".（-!
"）##（!）" ! #"， （$+）

并取 "’ ! (，可求得

"（!）! ( , $"!
" # (

"%（$
" # "）!
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(
$’［!% , )

"%（$
" # "）, $" ］!

* ,

(
%" !$

$
"’ #( )(

" !$!
+， （$/）

作为核验，对于抛物线型折射率分布，!$ ! !% ! ’，

$ ! " $ # (。当 $ ! ’，"，%，⋯ 时，（$/）式与场分布

函数"$（!）! %$（!）0,!
" ."［%$（!）为厄米多项式］

展开式的前几项完全一致。

奇模：令

"（!）! "(! # (
" ""!

" # (
$ "$!

$ # (
% "%!

% #

(
) ")!

) # (
* "*!

* # (
+ "+!

+， （$1）

代入（$+）式，并取 "( ! (，可求得

"（!）!! , $*!
$ # (

("’（$
" # *）!

) # (
$’ !$!

* #

(
%" !% , (

)’%’（$
$ # $*$[ ]）!

+， （%’）

作为核验，对于抛物线型折射率剖面，!$ ! !% ! ’，

$ ! " $ # (。当 $ ! (，$，)，⋯ 时，（%’）式也与"$（!）

! %$（!）& ,!
" ." 展开式的前几项完全一致。

$ 应 用

$ 2 ( 实例 !：剖面折射率为对称高斯分布与强非对

称高斯分布

这里 ’（ (）! 034 , ( " .!( )" 。由（%）式选取 )
! (，得归一化高斯型折射率分布为

#（!）! )" * ( , 034 ,!
" .( )[ ]* !

!
" # !%!

% # !*!
* # !/!

/ # ⋯，

其中 !% ! , * ,( ."，!* ! * ," .*，!/ ! , * ,$ ."%。计

算精确到 * ,"，需要计算到二级近似，有

$’ ! " $ # (，

$( ! $
%（" $" # " $ # (）!% , )

/（% $$ # / $ # $）!*，

$" ! ,（$% $$ # )( $" # )1 $ # "(）!"
% .(* 2

而 !% !* 为 * ,$ 量级，!"
* 为 * ,% 量级，!/ 为 * ,$ 量

级，故相应的项均可忽略，$ !$’ #$( #$"。而

" ! ( ,$. *， + " ! "（ $"
’ , $"

5 ）# $"
5 ，

于是，由相应导模的本征值$，可求出 " 和 +。

为了对照，取文献［)］所给出的有关数据为例：

芯区折射率 $ 6 ! ( 2 )1)$，包层及衬底折射率 $ 5 !
( 2)("，膜厚 ! ! " 2 **!7，% ! ’ 2 *$"/!7，相应的

归一化厚度 * ! ($ 2 %$+"，我们计算了直到模数 $
! 1 的精确到二级微扰的 " 和 + " 值，并与文献［)］

采用里兹 伽略金（89:;<=>?0@A9B）法所得 + 值比较。

表 " 列出了折射率对称高斯分布（ $ ! (，"，$，⋯1）

和强非对称高斯分布的结果。这里，对于折射率强非

对称高斯分布，取包层 薄膜界面处场振幅为 ’，则

各导模对应于对称高斯分布中的奇模 $ ! (，$，)，

+，1。由表 " 可见，直到截止区附近都符合得很好（相

对偏差&约为 (’,) C (’,%）。

D>E?0 " 2 DF 76-05 9B 5G770:@9H >B- 5:@6BI?G
>5G770:@9H =>J559>B 9B-03 4@6K9?0 4?>B>@
L>M0IJ9-0（ $ ! (，$，)，+，1 K6@ 5:@6BI?G
>5G770:@9H =>J559>B 9B-03 4@6K9?0，& !
( , + " .+ ）

$ " +" + &
’ ’ 2 1"+** ( 2 )/1%" ( 2 )/1$) % 2 % N (’ , )

( ’ 2 +/+"/ ( 2 )++1) ( 2 )+++) ( 2 $ N (’ , %

" ’ 2 *))*% ( 2 )*+(( ( 2 )**/( ( 2 1 N (’ , %

$ ’ 2 )$$’( ( 2 ))*1) ( 2 ))**( " 2 " N (’ , %

% ’ 2 %(1*/ ( 2 )%+)’ ( 2 )%+(+ " 2 " N (’ , %

) ’ 2 $()1$ ( 2 )$//’ ( 2 )$/)* ( 2 * N (’ , %

* ’ 2 """’) ( 2 )$’/1 ( 2 )$’)* " 2 ’ N (’ , )

+ ’ 2 ($/$" ( 2 )"$+1 ( 2 )"%(+ " 2 ) N (’ , %

/ ’ 2 ’*)’" ( 2 )(+)) ( 2 )(/*" + 2 ’ N (’ , %

1 ’ 2 ’’"%$ ( 2 )(""( ( 2 )(%%" ( 2 ) N (’ , $

表 $ 给出了强非对称高斯分布平面波导 DF’

模归一化传播常数 "的二级近似值，并与OPQ近

D>E?0 $ 2 R6@7>?9;0- 4@64>I>:96B H6B5:>B:5 " 6K DF’

76-0 9B 5:@6BI?G >5G770:@9H =>J559>B
9B-03 4@6K9?0 4?>B>@ L>M0IJ9-0

*
"

OPQ 4@050B: 70:S6- T 2 U2
" ’ 2 ’(’) ’ 2 ’(+* ’ 2 ’$+*
$ ’ 2 "’+* ’ 2 """/ ’ 2 ""*+
% ’ 2 $*$) ’ 2 $+$$ ’ 2 $+%)
) ’ 2 %+(* ’ 2 %+/( ’ 2 %+/*

+"( 期 佘守宪等： 渐变折射率波导传播特性微扰计算的代数递推公式



似法及有限差分（! " #"）法所得结果进行了比较。

可见本文的方法与有限差分法的结果符合，比 $%&
近似好得多。

’ "( 实例 !："#$%! 型剖面折射率分布［对称爱泼斯

坦（&’"(#)*）分布］

这里 !（ "）) *+,-(（ " .#）。由（/）式选 $ ) 0，得

归一化折射率分布为

!（"）) $( % 0 1 *+,-(
".!( )[ ]% )

"
( 2 #/"

/ 2 #3"
3 2 ⋯，

其中 #/ )（1 (.’）% 10，#3 )（04./5）% 1(。为了对

照，取 文 献［5］所 给 出 的 有 关 数 据 为 例：& 6 )
( " (5，& * ) ( " (7，# ) ( " 0403!8，# ) 0!8。计算到

二级近似精确到 % 1( 的项，表 / 列出了前 3 个导模

（ & ) 0，(，’，/，5）的 ’ 和 ( ( 值的计算结果，并与文

献［5］采用里兹 伽略金法所得 ( 值比较，可见符合

得很好。

9:;<+ / " 9= 86>+* ?@ *+,-( ?@>+A BC6D?<+ B<:@:C
E:F+GH?>+

& ’ (( (

7 7 " I53’7 ( " (/(II ( " (/(’4

0 7 " 5J(I’ ( " ((J4I ( " ((J’5

( 7 " ’4440 ( " (0J7( ( " (0I34

’ 7 " (07I4 ( " (073/ ( " (07’I

/ 7 " 7J(’0 ( " (7/33 ( " (7//J

5 7 " 7((7’ ( " (7000 ( " (707’

+ , + 实例 +：强非对称指数型剖面折射率分布

这里 !（ "）) +AB（1 " .#）。由（/）式选取 $ )
% 10.3，得归一化折射率分布为

!（"）) $( % 0 1 +AB 1 $".!( )[ ]% )

" 2 #("
( 2 #’"

’ 2 #/"
/ 2 #5"

5 2 #3"
3⋯，

其中

#( )（1 0.(）% 1(.’，

#’ )（0.3）% 1/.’，

#/ )（1 0.(7）% 1(，

#5 )（0.0(7）% 1I.’，

#3 )（1 0.4(7）% 107.’，

#4 )（0.07/7）% 1/ "
而 ’ ) 0 1$% 1(.’。由于强指数型和余误差型收敛较

高斯型和 *+,-( 型慢，微扰计算的级次要多些，相应

地展开项数也要多些，这里的计算精确到 % 1/，需要

展开到第 4 项并计算到 3 级近似值。对于 9=7 模，$
由艾里函数第一个零点$7 ) ( " ’’I 给出，表 5 给出

了归一化传播常数 3 级近似值 ’3，并与精确数值解

（里兹 伽略金法结果）和 $%& 法的结果进行了比

较，表明本文方法可以得到较高的精确度。表 3 则给

出了 9=0 模（取$7 ) / " 7II）和 9=( 模（取$7 )
5 " 5(0）的归一化传播常数 5级近似值 ’5 和 3级近似

值 ’3 的结果，二者已十分接近，表明 3 级近似已能

给出较满意的结果。

应该指出，尽管需要计算到 3 级近似，但可以采

用代数迭代公式计算，编程比较简单，计算工作量增

加不多。因此，本文的方法仍然十分有效。

9:;<+ 5" K6C8:<?L+> BC6B:G:M?6@ ,6@*M:@M* ’ 6D 9=7

86>+ ?@ *MC6@G<N :*N88+MC?, +AB6@+@M?:< ?@>+A
BC6D?<+ B<:@:C E:F+GH?>+（$7 ) ("’’I）

% ’3 +A:,M $%&

( 7 " 75(’ 7 " 74J0 7 " 7I’0

’ 7 " 0J/5 7 " (707 7 " (75/

/ 7 " (J’( 7 " (J57 7 " (JJ(

5 7 " ’33( 7 " ’333 7 " ’473

3 7 " /((5 7 " /((3 7 " /(3’

9:;<+ 3" K6C8:<?L+> BC6B:G:M?6@ ,6@*M:@M* ’ 6D 9=0 :@>
9=( 86>+* ?@ *MC6@G<N :*N88+MC?, +AB6@+@M?:<
?@>+A BC6D?<+ B<:@:C E:F+GH?>+"

%
9=0$7 ) / " 7II 9=($7 ) 5 " 5(0
’5 ’3 ’5 ’3

/ 7 " 7((4 7 " 70J/

3 7 " 0/54 7 " 0/I7 7 " 70(3 7 " 77J7

I 7 " (/4J 7 " (/54 7 " 7J(7 7 " 7J/’

07 7 " ’0II 7 " ’0JJ 7 " 033’ 7 " 03II

0( 7 " ’445 7 " ’4I( 7 " ((I3 7 " (’73

0/ 7 " (I7J 7 " (I(’

’ " / 实例 -：强非对称余误差型剖面折射率分布

这里 !（ "）) +CD,（ " .#）。由（/）式选取 $ )
（!".(）0.’ % 10.3，得归一化折射率分布为

!（"）) $( % 0 1 +CD, 1 $".!( )[ ]% )

" 2 #’"
’ 2 #5"

5 2 #4"
4 2 ⋯，

其中

#’ )（1 0.’）（!".(）(.’ % 1/.’，

#5 )（0.07）（!".(）/.’ % 1I.’，

#4 )（1 0./(）（!".(）( % 1/ "

而 ’ ) 0 1$（(.!"）(.’ % 1(.’。

表 4 给出了 9=7 模和 9=0 模相应的归一化传

播常数。
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!"#$% & ’ ()*+"$,-%. /*)/"0"1,)2 3)241"214 ! )5 !67

"2. !68 +).%4 ,2 41*)20$9 "49++%1*,3 %*53
,2.%: /*)5,$% /$"2"* ;"<%0=,.%’（ !>，!?：

5,51@ "2. 4,:1@ )*.%* "//*):,+"1,)2 )5 !）

"
!68!7 A B ’ CCD

!> !? %:"31 !
C ’ 7 E 7 ’ 7CB7 7 ’ 7?BB 7 ’ 7C&F
C ’ > E 7 ’ 7?FD 7 ’ 7&8F 7 ’ 7D>>
F ’ 7 7 ’ 8B?F 7 ’ 8BGG 7 ’ 8CC8
F ’ > 7 ’ 8&?> 7 ’ 8&DB 7 ’ 8&D&

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
> ’ 7 7 ’ B8GD 7 ’ BB7& 7 ’ BB87

"
!6B!7 A F ’ 7DD

!> !?
& 7 ’ 78?? 7 ’ 7B>C
D 7 ’ 7?D& 7 ’ 7&B?
G 7 ’ 88>7 7 ’ 88?D
87 7 ’ 8>&C 7 ’ 8>DB
88 7 ’ 8G?8 7 ’ 8G?>
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