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像差与斯特列耳比的极限曲线
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摘要： 通过建立离散波面像差函数与斯特列耳比的最优化问题数学模型，分析了二者的关系，利用最优化方法数

值求解得到波面像差峰谷值与斯特列耳比最小值以及波面像差均方根值与斯特列耳比最小值的极限曲线。
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’ 引 言

斯特列耳（./0123）于 ’-&) 年提出了一个判断光

学系统质量的指标，即用有像差时的点衍射图形中

最大亮度与无像差时最大亮度之比来表示系统成像

质量，该比值被称为斯特列耳比（.4）。描述波面像

差时，常用波面像差峰谷值（56）和均方根值（47.）

来表示。瑞利于 ’-*& 年提出：“实际波面和参考波

面之间的最大波面像差不超过!8) 时，此波面可看

作是无缺陷的”，这被称为瑞利判据，即当 56 9!8)
时，.4 : ! ; -。瑞利判据中有特征意义的是波面像

差的峰谷值，但这是不严密的，因为它不考虑波面上

的缺陷部分在整个面积中所占的比例。如占整个波

面的比值近于零的缺陷可引起很大的局部像差，这

按瑞利判据是不允许的，而实际对成像无明显的影

响；而大面积的小值像差，也可能引起像质的严重下

降。马雷夏尔 ’&)* 年研究了波面像差均方根值与

斯特 列 耳 比 的 关 系，得 到 当 47. 9 !8’) 时，

.4 : ! ; -的结论，这被称为马雷夏尔判据。具有相

同峰谷值或均方根值的不同波面像差可以有不同的

斯特列耳比，那么产生特定大小的斯特列耳比所需

最小的波面像差峰谷值或均方根值是多少？特定大

小的波面像差峰谷值或均方根值产生的最小斯特列

耳比又是多少？文献［’］中利用对二值化波面像差

的特例得到波面像差峰谷值与斯特列耳比最小值以

及均方根值与斯特列耳比最小值的关系。本文在此

基础上，离散化波面像差函数，通过建立波面像差与

斯特列耳比的最优化问题数学模型，分析了二者的

关系，利用最优化方法数值求解得到波面像差峰谷

值与斯特列耳比最小值以及均方根值与斯特列耳比

最小值的极限曲线。曲线上各点的波面像差函数可

能在物理上不存在，但曲线表明了一种极限情况，实

际存在的波面像差的峰谷值或均方根值与斯特列耳

比的关系都限制在极限情况以内。

" 理论与数学模型

设入射光波为 ! < "（ #，$）1=>［?!（ #，$）］，斯

特列耳比的定义为

.4 < 实际峰值强度 8 衍射极限峰值强度 <

!"（ #，$）1=>［?!（ #，$）］@ #@$

!"（ #，$）@ # @$

"

; （’）

可以将斯特列耳比的表达式改写为

.4 <!!"（ # ’，$’）"（ # "，$"）A

1=>｛?［!（ # ’，$’）B!（ # "，$"）］｝@ # ’ @$’ @ # " @$"，

（"）

其中设 "（ #，$）<
’ 光瞳 . 内，

!{ 其他，
，

光瞳 . 总面积为 ’。文献［’］中假设在像差函数为二

值化的特殊情况下：

!（ #，$）<
! （ #，$）""，

""% （ #，$）"（’ B"{ ），

其中 % 以波长数表示（以下波面像差峰谷值 、均方

根值也以波长数表示），（ #，$）""表示满足条件的

（ #，$）占光瞳 . 总面积的比例，由（"）式可得到

.4 <（’ B"）" C"" C ""（’ B"）DEF""%，

则有 .4G?H < ! ; #（DEF""% C ’），并以此为基础展开
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了分析。接下来分析是否有可以得到更小的 !"#$%

的其它像差函数存在，作者始终假设

!（ !，"）&

’ （ !，"）!（’ ( ) *"），

+!# , （ !，"）!"（其中 # , - # +，）

+!# + （ !，"）! ’ ( )
{

，

或

!（ !，"）&

’ （ !，"）! ’ ( )
+!# , （ !，"）!"（ # , - # +），

+!# + （ !，"）!（’ ( ) *"）
{

(
为什么可以始终假设有一区域所占光瞳面积的

比例为 ’ ( )，文献［,］的作者没有加以说明。实质上

!（ !，"）&

’ （ !，"）!",，

+!# , （ !，"）!"+（ # , - # +），

+!# + （ !，"）!（, *","+）
{

(
才是有普遍意义的假设，我们推广之，将任意形式的

!（ !，"）像差函数离散化：

!$（ !，"）&

+!# , （ !，"）!",，

+!# + （ !，"）!"+，

+!#$ （ !，"）!"

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯










$

", ."+ . ⋯ ."$ & , ( （/）

当 $ & 0，# , & ’ 时，（/）式即为（0）式；当 $ " 1
时，!$（ !，"）"!（ !，"），则

!"$ & #
$

% & ,
"+

% .#
$

% & ,
#

$

& & ,
"%"& 234+!（ # % * # & ）；

当 $ " 1 时，!"$ " !"。

求解在（0）式或（/）式条件下波面像差峰谷值

等于常数或波面像差均方根值等于常数时斯特列耳

比的最小值，都是属于具有非线性约束条件的最优

化问题。

+ ( , 有确定波面像差峰谷值的情况

当有确定波面像差峰谷值等于常数 ’ 时，问题

的数学模型为：

设 # , & #$%（ # ,，# +，⋯，#$ ），

#$ & #56（ # ,，# +，⋯，#$ ）

目标函数

#$%!"$ & #
$

% & ,
"+

% .#
$

% & ,
#

$

& & ,
"%"& 234+!（ #% * #& ），（)）

约束条件

", ."+ . ⋯ ."$ & ,，

#$ * # , & ’，", 7 ’ "$ 7 ’ (
+ ( + 有确定波面像差均方根值的情况

当有确定波面像差均方根值等于常数 ’ 时，问

题的数学模型为：

波面像差的均值为

(# & #
$

% & ,
"% # % ，

目标函数

#$%!"$ & #
$

% & ,
"+

% .#
$

% & ,
#

$

& & ,
"%"& 234+!（ # % * # & ），

（8）

约束条件

", ."+ . ⋯ ."$ & ,，

#
$

% & ,
"%（ # % * (# ）+ & ’+ (

0 数值求解结果

对以上最优化问题（)）式、（8）式进行数值求解，

为了方便，设 * ’ ( )$ # % $ ’ ( )，% & ,，+，⋯，$，结

果分别如图 ,、+所示。从求解结果可以看出，波面像

差峰谷值与斯特列耳比最小值以及均方根值与斯特

列耳比最小值的极限曲线有类似的变化规律。!"

%’ ( 9 对应的 :; & ’ ( ,/<8"，"=! & ’ ( ’<09"，与文

献［,］由二值化像差函数得到的结果相同。

图 , 中曲线上 :; & ’ ( ,/<8"，!"#$%%’ ( 9，即是

说任意像差满足 :; - ’ ( ,/<8"，则有 !" 7 ’ ( 9，而

:; & ’ ( +)"，则 !"#$%%’ ( )，这似乎与瑞利判据有所

违背。这是因为二者针对的像差有所不同，这里是

泛指任意类型的像差，但有固定的波面像差峰谷值，

其可能产生的最小斯特列耳比；而瑞利判据是仅针

对初级球面像差而使得出射光瞳处的波阵面偏离高

斯参考球不到 ’ ( +)"的情况，故有 !" 7 ’ ( 9。瑞利

判据只是图 , 所示极限曲线限制内的一种情况。

>$? ( , :; @5ABC @CD4B4 #$%$#B# 3E !FDCGA D5F$3

图 + 中 "=! & ’ ( ’<09"，!"#$%%’ ( 9，这与马雷

夏尔判据相差不大。马雷夏尔判据是假设像差充分

小的情况下，即 "=!$’ ( +)"的前提下，近似得到
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!"# $ % &’( )*+,- )-./,/ 0"1"0,0 23 (4.-5+ .*4"2

&’( 6!789 时，(& : ; $ <。应该说通过最优化求解

得到的结果与马雷夏尔判据相比更精确。

达到极限曲线的像差物理上也许是不存在的，

实际的波面像差函数在图中的对应点都位于极限曲

线的上方。对像差函数作任意的限定后得到的曲线

也一定都位于极限曲线上方，至多与之重合。例如当

均值 !" 确定时，即以上最优化问题的约束条件增

加“ !" 等于常数 #;”，数值仿真结果如图 = 所示。

!"# $ = >? *@-..*4"21 )*+,- )-./,/ 0"1"0,0 23 (4.-5+ .*4"2，
A5-1 45- 0-*1 )*+,-/ 23 *@-..*4"21/ *.- B21/4*14/
; $ 9C，; $ 9=，; $ =D，; $ =8，; $ %E -4B$（/2+"F +"1-）$
(4*.：,+4"0*4- B,.)-

图 9 表示了波面像差!（ $，%）为高斯分布的情

况，(& G -HI［J（%"&’(）%］［=］所得曲线也位于极限

曲线的上方。

!"# $ 9 K@-..*4"21 !（ $，%）5*/ L*,//"*1 F"/4."@,4"21，&’(
)*+,- )-./,/ 0"1"0,0 23 (4.-5+ .*4"2 $ /2+"F +"1-：
L*,//"*1 F"/4."@,4"21；/4*.：,+4"0*4- B,.)-

结论 建立波面像差与斯特列耳比的最优化问题数

学模型，利用最优化方法数值求解得到波面像差峰

谷值与斯特列耳比最小值以及均方根值与斯特列耳

比最小值的极限曲线，与用二值化像差函数分析相

比在物理与数学上都要更严密、更严谨。极限曲线

的得到对于分析光学系统的性能与设计光学系统都

会有帮助。
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