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飞秒光脉冲传输特性的矩法分析!
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摘要： 利用矩法分析了飞秒光脉冲的传输特性。结果表明，三阶色散及自陡峭等效应不仅影响脉冲的对称性，同

时对脉冲宽度也有着直接的影响。这些结果不依赖于脉冲的形状，具有一定的普遍性。在此基础上给出了双曲正

割型输入脉冲在介质中的传输特性，得到了近似解析解，并与直接演化高阶非线性薛定谔方程作了比较。这些结

果有助于数十飞秒光脉冲在短距离内的理论分析和实验指导。
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’ 引 言

飞秒光脉冲的产生和传输越来越引起人们的兴

趣。在通信领域、高密度存贮以及要用超快过程进

行观察研究的领域（如生物和化学样品的研究），都

要求有能在一定距离上传输的尽量短的光脉冲。人

们已经在理论上做了大量的分析工作。而在实验

上，已经能够产生’!/0以下的光脉冲［’］。

介质中超短光脉冲的传输由许多非线性效应决

定。这些效应的相互作用导致了丰富的物理现象，

如：孤子［"!#］、孤立波［(］、光脉冲压缩［"，*］等。对于脉

宽大于’!!/0的光脉冲传输，可以只考虑低阶色散

和低阶非线性效应。但在脉宽小于’!!/0时，高阶

色散和高阶非线性效应是不可忽略的［"］。一些文献

已给出了这些效应作为孤子微扰的理论分析［$!#］。

本文讨论脉宽为数十飞秒的超短光脉冲在介质

中的传输特性。因此我们在非线性薛定谔方程的基

础上考虑高阶色散和高阶非线性，利用矩法给出一

些能够应用于任意形状光脉冲的普遍结果。并且结

合实际情况，研究了二次方双曲正割型入射光脉冲

的参数演化特性。为了验证近似解析解的精确程

度，进行了#"/0光脉冲的计算机模拟传输。结果表

明在一定的传输距离上，我们的近似解与数值模拟

的结果吻合得较好。

" 基本方程及矩法分析

介质中’!/0!’!!/0光脉冲的传输由下述修正

后的非线性薛定谔方程描述［"］
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其中，#2#3""%&，$2"""$!，!为脉冲的电场包

络振幅，#、"为时空坐标，%& 为脉冲群速度，$!为载

波频率，!"、!$ 分别为二阶和三阶色散系数，"为非

线性系数，$为自陡峭系数。由于自频移效应可以被

抑制掉［.］，在这里不考虑它的影响。

二阶色散长度、三阶色散长度、非线性长度、自

陡峭长度分别为：

’6 2("
!"!" ，

)’* 2($
!"!$ ，

’,7 2（"+!）3’，

’8+ 2(!$!（"+!）3’5
其中(! 为初始脉宽，+! 为初始峰值功率。

下面做矩法分析。我们假设：脉冲包络振幅!及

其对时间的导数在#29:时为零，即
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将（%）式乘以!"（"，#），再减去它的共轭式，并在整

个时间域中积分得能量演化
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这说明在传输过程中总能量保持不变。同样方法得

动量和哈密顿量的演化方程
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可以看到，动量的演化，只与自陡峭项有关。当不考虑三阶色散、自陡峭效应时，动量和哈密顿量是守恒量。

我们还计算了一阶矩和二阶矩的演化方程
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一般情况，一阶矩代表脉冲质心，即（.）式反映了脉

冲对称性的演化。（/）式可表示脉宽的演化。色散

和自陡峭会以不同的方式影响脉冲对称性和脉宽。

原则上，采用上述类似的方法可求得各高阶矩，

获得无穷多个方程，它们从不同的侧面描述着光脉

冲的传输特性。上述这些结果不依赖于入射脉冲的

形状，具有普遍性。总起来说，%）矩法严格地给出

了光脉冲的一些平均量（能量、总动量、总哈密顿量、

脉冲对称性、脉宽等）随距离变化的特性。因此可以

用上述公式直接检验数值结果的正确性，了解光脉

冲的基本特性，不用直接求方程的拉格朗日函数，就

可得到类似变分法的结果，这对那些不能直接求拉

氏量的方程更有意义。与变分法相似，可用这种方

法进行近似分析。这一近似法的优缺点与变分法相

似，它的精确程度主要决定于光脉冲形状选择的合

理性。&）在数学上，矩法将高阶非线性方程化为一

阶常微分方程组，由此可以进行解的稳定性分析及

方程组的数值计算。

* 脉冲演化的一种近似解析解

鉴于（%）式具有稳定的双曲正割型解，而且实际

中产生的超短光脉冲大多具有双曲正割波形，这里

我们考虑输入脉冲是二次方双曲正割型的，但参数

与稳态不同，在实际介质传输中，由于各种物理效应

（如三阶色散、自陡峭等）的影响，飞秒光脉冲会发生

畸变。我们设想在传输距离不太远的情况下，光脉

冲保持自相似特性，即脉冲仍具有二次方双曲正割

的形式，只是其特征参数随距离"变化。设在介质中

传输的脉冲为
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令*（"）! ’（"）&，表示脉冲的峰值功率。（7）式

所描述的光脉冲有五个特征参数：峰值功率*（"）、

脉宽(（"）、峰值移动值&（"）、啁啾参数)（"）和

频移#（"），它们在传输过程中可能随距离"发生

变化。下面我们分析脉冲的这些特征参数在介质中

的变化规律。

将近似解（7）式分别代入演化方程（&）式 !
（/）式，经过积分计算，我们可相应地得到一组光脉

冲各特征参数随距离"变化的方程
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这里，$!"
+

’+

’ "!(&")#。由上述方程，可以看

到，啁啾的产生将使脉宽、频移等参数随距离!变

化。此外可以验证，当啁啾为零时，（,）式"（#"）式

的稳态传输条件与我们最近获得的精确解条件［-］

是一致的。

由于（.）式"（#"）式互相耦合，难以直接获得

光脉冲的每个特征参量随!的变化规律。下面，我们

将引入一综合参数，使该一阶微分方程组退耦，从而

分别得到脉冲各参量随!的演化规律。将（.）式代

入（#(）式和（#"）式，分别得
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由（#%）式、（#)）式两个全微分式可得
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其中*#、*" 为两个常数，由初始条件确定，是脉冲

演化时的两个守恒量。由（#-）式解得

"&（’!0+）#!%* （#1）

这里我们引入了综合参数+，其定义为
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其中,# &"!%%$#%。

鉴于（#）式是由缓变包络（准单色）近似导出

的，频移"应满足"#$($#，因此，（#1）式中+前的

正负号由!"的正负确定，以保证"的绝对值取值较

小，即!"%(时，取负号；!"&(时，取正号。将（#1）

式、（#,）式代入（#/）式可得
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在上式中，*) 前的正负号与（#1）式一致。将上式代

入（#"）式并利用（#,）式得
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这样，我们最终获得了参数+的一阶常微分方

程，其中,#、*%、*)、*/ 为不随距离变化的常数。一

旦得到+ 随!的演化规律，根据（#1）式、（#,）式、

（#.）式就容易直接得到频移"、脉宽#、啁啾参数

"随!的变化规律。将+值与（#/）式代入（##）式，

由常用程序求出峰值移动&随!的变化规律，不过

+的变化规律难以解析给出，通常需要数值求解。

) 脉冲传输的数值模拟

为验证模型的精确程度，我们对（#）式采用分

步傅里叶变换作数值计算来模拟脉冲演化。取介质

参数为：#&"3-%4’#56’#，!"&’/%3"78
"#56，

!%&’(3#%78
%#56。初始光脉冲的参数如下：中心

波长%(&#3/%$6，脉宽#(&%(98，峰值功率)(&
#3#%2#()4，峰值移动、啁啾和频移分别为零。各

种色散长度和非线性长度分别为：-:&(3(#16，

.-:&(3"(,6，-;<&(3(%)6，-=>&#3")-6。在

上面给出的参数（当!" 取值为给定值的一半时，所

给参数满足稳态传输）下，我们讨论脉冲的瞬态演化

特性。因为实际传输中脉冲的啁啾是近似线性的，

我们对数值模拟中的脉冲相位进行了二次拟合，从

而求得啁啾参数"和频移"。

图#给出了直接数值模拟演化方程（#）（实线）

和矩法近似解析求解（虚线）的脉冲各特征参数的比

较结果。其中，脉宽用半高全宽表示（即?@A4&

#""##(期 王 里等： 飞秒光脉冲传输特性的矩法分析



!"#$%&），脉冲功率用初始峰值功率!’ 归一化。

图!（(）、图!（)）、图!（*）分别描述了脉宽、啁啾参数

和峰 值 移 动 随 距 离" 的 演 化。从 图 中 看 出，在

’+$!,-（近!’个二阶色散长度，,个非线性长度）

的距离上，两者参数演化趋势一致。从图中可以看

到，随着距离的增大，脉冲逐渐展宽，同时脉冲将产

生啁啾，并且其峰值发生移动。这是由于所取二阶

色散量偏大（为稳态传输时所取值的两倍），非线性

效应不足以补偿色散效应所致。

整个 传 输 距 离 可 大 致 分 为 两 段 分 析。 在

’!’"!-这段距离上，两者结果基本吻合。而在

’+!-!’"!$,-这段距离上，数值模拟得到的结果

在我们的解析解附近起伏。图!（.）是在’+!-（近

’+,个三阶色散长度和’+!个自陡峭长度）处的脉

冲波形，可以看到由于高阶效应开始作用，实际传输

的脉冲尾部已有一些抖动起伏。这意味着我们的近

似解与方程的精确解有了偏离。随着传输距离的继

续增大，高阶效应使得脉冲形状偏离二次方双曲正

割的程度增大。因此，在’+!-!’"!$,-这段上，

我们的解析模型只反映出脉冲的平均特性。不过，

仍能得到定性的结果。

图/（(）、图/（)）分别给出了直接数值模拟传输

中的#!、#/。这两个量在我们的近似解析解中是

守恒量，但在模拟传输中有一定的起伏，并不是完全

不变的。
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由上所述，在一定的距离内，矩法分析具有较高

的精确度。因此，对于近场光探测等较短距离内的

飞秒光脉冲传输，应用矩法分析，不仅可以进行有效

的解析分析，而且比直接数值演化高阶偏微分方程

要简洁得多。
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结论 用矩的方法分析了数十飞秒光脉冲在介质中

的传输特性，结果表明，三阶色散及自陡峭等效应不

仅影响脉冲的对称性，同时对脉冲宽度也有着直接

的影响。这些结果不依赖于脉冲的形状，具有一定

的普遍性。此外，我们考察了入射波形为双曲正割

型的飞秒光脉冲的特征参数的变化规律，并与直接

数值演化高阶非线性薛定谔方程的结果进行了比

较，结果发现，在一定的距离内，二者吻合得较好，说

明具有较高的精确度。这些结果对于近场光探测、

超高密度光存贮以及光学链中介质参量补偿有指导

和参考作用。
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