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提要

本文根据光线在球面上曲折射公式及光线微分方程，研究了光线经两端面为球面的锥形梯度折射率

置镜的传播和变换，基于光线传递 ABCD 矩阵，提出了球面端面的锥形梯度折射率透镜的一种等效光学

系统。文申结出了该透镜自守主平面、焦平面和焦距计算公式，以及近轴成像高斯公式。当锥度为零时即得

到球面端面的柱形或径向梯度折射率透镜的相应结果.

关键i司 t 梯度折射率，自然焦透镜，光学成像。

一、引
--1.. a 
::d 
同

梯度折射率透镜的成像性能及应用的开拓是当今梯度折射率光学的主要研究方向。近

年来，在研究像差理论的基础上出现了不少采用梯度折射率棒材料的光学设计例子。且已

有若干在实际中获得了成功应用的实例，如直印机排镜头3 光盘拾光物镜，内窥镜及激

光一一光纤糯合物镜等[1""'4)。在这些梯度折射率光学系统的设计中，为更好地校正和平衡

系统的像差，并在满足同样光焦度要求下使系统的结构更为紧凑，往往要把梯度折射率棒的

端雨设计为球面口新近，一种等折射率商为圆锥面的锥形梯度折射率透镜，由于其孔径和视

场可变的独特优点而逐渐引起人们的兴跑(5-8J。这种透镜可望在网格高速投影机(\)J及其它

需要大数值孔径物镜的场合中获得应用。 本文利用光线在球面上的折射公式及光线方程，

研究端面为球面的锥形梯度折射率透镜的近轴成像特性。基于传递矩阵特征，提出了透镜

的一种等效光学系统;并给出了透镜的高斯光学公式，在锥度为零下，公式作适当奕换后也

可用于柱形梯度折射率透镜。

二、透镜的传递矩阵及等效系统

考虑一锥形梯度折射率透镜，其入射端面和出射端面均为球面，曲率半径分别为 R1 和
R2J 且锥形棒大、小端的口径分别为 2凡和 2俨2(r1>扩2)大端面位于 z 轴上的 z=o 处，小端

面位于 z=d 处，如图工所示。锥形梯度折射率透镜的折射率分布为

龟---
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(l'b2(ZJ y, z) =(l'b5[1-l~(z) (:v2 +俨)]，

式中悦。为梯度折射率棒轴中心(Z=y=O)她的 x(y) 

折射率， g('Z) 为沿 z 轴的梯度参数

g(z)29OEiL, (2) 
1 一 ('Z/L) t(z) 

其中 uo=g(的 ， t(z) = [1- (z/L)] 0 L 为大端

面到锥顶点间的距离。

设有一近轴光线p 以一倾角仇入射在大端

球面上离 g 轴垂直距离'l'o 处F 经该球面折射后

在梯度折射率棒中传播，到达小端时又经球面

折射进入像空间。在近轴近似下，光线在梯度

折射率棒中的传播满足光线方程

O 

r 1 

Fig. 1 Conical G RIN rod Iens with 
spherical surfaces 

(1) 

z 

H(z) +g2(z)H('Z) =0, (3) 

式中 H ('1,) = :v (Z) 或 y(z) ， H(z) = [d2H('Z)/dz2] 。如果忽略球面上入射点的有限矢高(与

棒长度 d 相比是小量)。由球面折射公式可得光线方程 (3) 的初始条件

H(O) 可.0，

n...-1 1 _ ~ 
0(0)=→了句十:: 000 

'!liO.L" 咱 J

(4) 

方程(3)的通解为

H(z) =Å1..J有苟明白 lnt(z)] 十Å，!!'V仔白sin[b ln t(训， 1 

b2 =u'5L2 一去
~ (5) 

式中 Å.1、 Å， 为常系数。将 (4)式初始条件代入(5)式得轨迹方程

助)=川 t(z)忡忡t(z)] -去叫ln t作)]}

和斜率方程

+9"卅tJm臼 ln t(z)]一忧而叫

H(z) =rro~i~ , sin[blnt(z)] 
b-.j i(z) 

-TOLL-4=问[b ln t(吟]+土面n [b ln t(均] ~ 
、/t(z) L---L- ---'-/.J ' 2b ---L- ---"-;"'J 

; _ / , ~oos[b ln t(z)] 十:: sin [b ln t(的升(盯o no".j t(z) lVVCLV .L..... "V"'/J • 2b O .a.L.O- LV .LU r"'''J .J j 

将(6) 、 (7)式表示成矩阵形式

({)，仰(酌))=(Ea(Z)E1(z川'l'o
noIÎ(z) 飞倪。H，!! (z) Êll. (z) 飞 00

式中矩阵元 H1(z) 、 H1(z)及 H，!! (z) 、 lÍfj(均为
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ι川(ωωZ均)= 一斗号d币t百白阳阳2另加问川7问问问阳缸叫叫叫[臼阳川b川1

亘ι岛灿K山ω(仅Z吟)=升示封1问阳阳删叫叫叫[白阳b ln t(川卫M叫古κ仰(但z)] +去步S呻叫] }, 
-../t(z) l 一 j

H!).(z) =.Jt亨丁{cos [b ln t (z ) ] - 2
1
b si山岭)]}

喘-4而叫ln t(z汀，

lI~(z) = 生 sin[b ln t(z)] 
b-../ t(z) 

一且-1 一ι1oos[b ln t(z)J 十上血[b ln t(z)] 1, 
'TboRl 、/ t(Z) l~~~L~~"'" """/J I 2Jy- ~LV .L~ v\"'JJ J 

9 卷

(9) 

(9) 式分别描述两条初始条件为矿。=0， {}0= '11Jo 和'1'0=1， ()o=O 的特定入射光线在梯度折射

率透镜中的传播轨迹。

当光线传播到达小端球面时经其折射进入像空间，由折射定律得光线出射位置和倾角

式(10)表示为矩阵形式

将 (8) 式代入 (11)式得

'1' =H(z) , 1 

8= noH(川去H(吟， J 

(;)~(斗:)(足~J

( 俨牛忏)=川口斗( ι :K~ιω川2(山刷(z伪z均) H凡1沃巾阳(z乞
θ 飞卜一丁7 1叮f 飞M叽Jρω) 1亘H1 (巾(ωZ吵) /八飞M问8仇0/尸' 

现引入以下函数(端面平面时的光线轨迹)严口J

川=-4耐si川巾)]， 1 

H1 (←4芹{∞s [b ln t (z) ] +斗 sin[b ln t(z)] 1, I 
ι町ω州叶(ωω伊Z吵←)恒=.Jt币耐7云舌示均i兰示训j云玩j斗(阳删叫叫[白川b们1

(• ggÕL 归r阳b ln t(ω/ωωZω训飞1./ b、/ t (z) ~.......... L 飞 JJ ， J 

则 (12)式可进一步表示成

(俨 )441 0)(HBO)-号子 H1(z) 于)()
(} J \-丁乒 1川崎(z) 一 气与(z) H

1
(z))\(}o) 

(10) 

(11) 

(12) 

=(1OXMLi2110)(刀 ω. 'Tbo Il .. J( ñ

Y 

J = Tf2 oT，， "Tt工 I ."V) , (14) 
一伊'2 1 飞句Él2 Cz) Él1 (z) 川一伊1 1 J 飞。oJ 飞 00 ) 

式中伊l= [(no-l) /R1] ，仙=一[(句-1)/R2]; Tf1、 Tfl 和 Tf2 分别为
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鸟斗午1 ~)， 

::;)去) (15) 

显然， Tfi 和 Tf2 分别是光焦度为伊1 和阳的均匀薄透镜的传递矩阵;而 Tfl 为两端面为

平行平面的锥形梯度折射率透镜的传递矩阵E830 因此， (14)式表明，两端面为球面的锥J~梯

度折射率透镜可以视为由一个光焦度为帆的薄透镜、一个两端面为平行平面的厚度为 z=ci

的锥形梯度折射率透镜以及另一个光焦度为制的薄透镜在空气中密接而成的等效光学系

统。这与均匀介质的厚透镜的等效系统相类似。不同的是F 在均匀情形中间是一块无光焦

度的平行平面玻璃板，而在非均匀情形下中间则是一段具有一定光焦度的梯度折射率棒口利

用这种等效光学系统处理，可以简化梯度折射率光学系统高斯参数的确定及根据初级像羞

理论进行初始结构的求解，即确定凡、岛和 do
球面端面的锥形梯度折射率透镜(或其等效系统)的传递矩阵为

/A B \ 
T...胃 '1'f..-Tf.-Tf1=I 1. , v -,,, ~/~ \0 nr 

hL(z)-7tMJ) , 

BE7tEdz)，}〈均

叫H:a(川i1Ì1ω响HJ(z) +去轨伊町) , 

D=亘1(Z) 一去伊2H1(Z) J J 

将(16) 、 (13) 和 (5)式代入矩阵的行列式，容易证明:d时 T，p=AD--BO=l。这是光学系统

传递矩阵的特性。

三透镜的近轴成像特性

考虑球面端面的锥形梯度折射率透镜的近轴成像。如图 2 所示，设物体 AB 位于透镜

大端球面前 ~o 处，经透键所成的像位于小端球面之后民处。如以归、 8且和1(1、 (h 分别表示
像面和物面上的光线位置及倾角，则成像系统可用如下矩阵表示

[几zr]!Oalo1 , l 
.J L ~ J. .J _ _. __ _ _. _ _ • 4 4. ~ • ~ (17) 
叫1 乱\(~川-~)=(叫o B+ZöD-Z卢肌σ ， J 

o lJ\O DJ 飞 o 1 J \ 0 D -loO }' J 

式中 T， 称为光学系统总的成像矩阵，它等于光线在自由空间 Zo、球面端面梯度折射率透镜
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及自由空间 ~õ 中的传递矩阵之积。

根据透镜传递矩阵的性质，可得像距

Z~ 和像的放大率 β

ZoÅ-B 
昆=一一一 (18)D-loO 

β=-i一o (19) 
D~loO 

Fig. 2 Imaging principlo of coni饵I 由 (16)式与 (17)式相比较可得球面端面锥

GRIN lens with sphoricn.l sUl'fucos 形梯度折射率透镜的光焦度伊为

1 1 月
伊=7'= f=-u 

E 一 [da(z)-d10〉 -dN)+」二仰2H1(均10 (盼
L no J 

利用光学系统的合成方法，可算出光焦度为帆的薄透镜，光焦度为何=-n$2(功的平
行平面端面的锥形梯度折射率透镜及光焦度为铀的薄透镜在空气中密接而成的组合系统

的光焦度p 与 (19)式的结果一致。由此，基于传递矩阵特征提出的等效光学系统的正确性从

先焦度的结果再次得到了证实。

由 (18)式，令 Z~→∞得物方焦点位置

lj= 主=---. H1(约一 (1/no)伊:，lH1 (z) p (21>
o noH:,l (z) -Q;lH1 (z) 一阳H2 (f/J) + (1/no)伊1f/JJI山)

由 (18)式s 令 lo→∞得像方焦点位置

←-4r-E!2(~) - (l/no)伊lHl(Ø)b(22〉
'f ~-o- n()亘，2 (z) 一但H1 (z) 一伊fJH，2 (z) + (1/no)伊1伊fJH1(z)

由 (18)式，令 β=1 得成像在像方主面的物距p 即物方主面位置

Zf D-1 一 ·81jz) 一 (l/no)cp，2Hj (z) -1 
o noHflz) 一但Hl(Ø) 一伊2Hfiz) + (1/no)但如H1(z)'

(23) 

将 lo=lh 代入 (18)式，并计及 .AD-BO=1 得像方主面位置

~= -..:i乒 H心)一 (l/no)帕瓦(z) - 1 , (M>
u rnoH，2 (z) 一帆H1 (z) 一ψ2H，2 (Z) + (1/'"'0)伊1q>J!1(Z)

如果物距和像距以物方主面和像方主面为基准计算，即

Z ==lo --~， 1 
~ (25) 

l' =l~ -Z~， J 

则物像公式(18)式可化为如下高斯公式

1 1 
7一τ=7TP(26〉

对厚度为 d 的梯度折射率透镜，上述诸公式中令 ø=d， t(z) =1- (d/L) ='1'2/俨10

四、讨论

综上所述，我们提出了两端面为球面的锥形梯度折射率透镜的一种等效光学系统，并
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从透镜的 ABOD 矩阵特征及光焦度角度论证了等效系统是由一光焦度为帆的薄透镜、­

个厚度为 d 的平行平面端面的锥形梯度折射率透镜及另一个光焦度为仰的薄透镜在空气

中密接而成的光学系统。文中给出了球面端面锥形梯度折射率透镜的基点、基面位置计算

公式以及近轴成像高斯公式，这些结果在一定条件下也可适用于其它几种梯度折射率透镜。

(1) 当锥度刑= [('7"1- '7".2)/à] =0 即'f:t= 'f1l时，锥形化为圆柱形，此时~L→∞。以

(1月)=0， (bjL)=g。及 blnt (z) = - gO~J 代入上述公式即得球面端面的柱形梯度折射率

透镜的相应公式。

(2) 当两端面为平面时，即曲率半径且， R2，→∞时s 在上述公式中令伊1=阳=0 即得

端面为平面的锥形梯度折射率透镜的有关结果加830

(3) 当锥度响=0，且 R1→∞或 R1， RfJ→∞时s 在上述公式中作 (1/b) =0, (b/ L) = 

go, b ln t(z) = - goz 及归=0 或但=阳=0 替换，即得到崎t端面为平面或两个端面均为平面

的柱形梯度折射率透镜的相应结果。可见，本文的公式具有一定的普遍性。

目前，多数梯度折射率光学系统是由若干个球面端面的柱形或锥形梯度折射率透镜组

成的。因此，利用本文导出的单个透镜的基点、基面公式及常规的光学系统的合成计算方

法s 就可求得各种梯度折射率光学系统的总的基点、基面位置，从而解决了这类梯度折射率

光学系统的几何光学设计问题。此外，利用本文提出的对球面端面的锥形梯度折射率远镜

的等效光学系统处理，可以方便地根据初级像差理论求解出系统的初始结构e
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Abstract 

In 古h旧 paper we 皿adea 的udy of ~ray proI吨的ion a卫d transforma也ion thr。可h a 

ooniool GRIN rod lens wHh spheri倒1 end surfaoos based On 古he formn1a of ray refraction 

O且也he spher 1001 surfa倒 and 1ihe ray equation. On 古he basis of the ray transmithing 

matrix ob如ined a'丑 equivalent opbical syste皿 of 也he ooni，也.1 G RIN :rod lens wi也h

spherical end surfa倒坦 pro:阳时. The formulas for de古erming 古he principal pla丑剧.D∞a1

planes andthe fooalleng古hs are derived a丑d the paraxial 1皿aging Gau皿ia丑 formula 19 

a190 given.All 也her四ul臼侃n be a pplied bo 古he oylindrioal or radial GRIN rod 1ens while 

也he taper 坦皿ade zero. 

Key words: gradient i丑de:x:;舶H1∞ lenø; oplical imaging. 




