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本文利用李代数方法与二次量子re理论计算了钱性三原子分子的转动-振动能谱。结果表明，如果

将分子的转动与振动均看作是谐振子，则可以导致这种分子的转动-振动能谱公式。

关键词:李群处理法3 转-振能谱F 接住三原子分子.

一、引

原子核能谱的李代数处理方法取得很多成果以后p 人们已经逐步将它用来探讨有关分

子的转动-振动能谱问题C1J 且已看到它取得某些有意义的结果口，235

Lachello 与 Levine 把三原子分子的转动一振动看作是两种类型的四维谐振子p 从而利
用 U(4) xU(4) 群的对称性质探讨了这种分子的能谱。但 Lachello-Levine 模型中出现不

确定性。本文将从线性三原子分子为例，利用李群方法探讨其转-振能谱。并引入三点假

设z
(1) 把线性三原子分子(以下简称分子)的转动与振动均作为谐振子来处理，从而可以

采用二次量子化方法导出这种分子的转一振能谱公式E230

(2) 描述线性三原子分子转动的两个自由度相当于二维谐振于，它们构成群u<r) (2) 由;

对于分子的四个振动自由度的频率，如果看作是相同的，则它们相当于四维备向同性谐振
子3 因此y 构成群 U<时 (4) C3J。此时p 分子的转一振自由哈密顿量 Ho 具有群

U的(2) X U(时 (4) ， (1) 

对称性。

(3) 实际上，各种振动自由度的振动频率并不是完全相同的。为了描述这种情况y 在分

子系统中除上述的 Ho 外还必需引入新的哈密顿量 Eω。但是，由于 Eω 通常并不具有 U的
(4)对称性y 致使 (1) 式的对称性被破坏。这种情况类似于原子核理论中由于中子伪与质子

p 的质量不同，从而破坏了同位旋空间的 8U(2)对称性mo

另一种破坏 (1) 式对称性的情况来自存在着振动与振动之间以及转动与转动之间的相
互作用。这是由于描述这种现象所引入的振动一振动相互作用哈密顿量 H)V) 和转-振相互作
用哈密顿量 H}r.的通常都不具有 U(的 (4) 对称性。
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二、谐振子和二次量子化

"维各向同性谐振子的自由晗密顿量算符为(6]

Ho=主 ω(α附专)=事 ω(N，+生)=ω (N+书 (2)

式中 ω是振子的角频率， N=吝N， 是总振子数算符， N， =ata， 是第 4 个振子数算符o 算符

之间存在下列对易关系

[α\， αJ] = [αf， αj] =0, [哟， αtJ =δ仙 (i， j=l, 2， …p 何) (3) 

[Ho, atJ =at , [Ho， 向]==一向 (i=l , 2， …p 饲) (4) 

对易关系 (4)式表明， at、 α4 就是二次量子化理论中的产生算符与淫灭算符，而 (3)式则表明

伪维各向同性谐振子可以被看作是n 个玻色子的系统p 因此3 这种系统的态矢量应是全对称
的，并可写戚朋

I V1V2 饥寸先10， 0...0)，

式中 10 ， 0…0) 表示真空态F 且 N.( 叫)=叫! v,), 

Hol ψ山饥)=E"I ω由

式中 hz均表示总振子数p 叫是第 4 种振子数。如果引入算符

TjJ=生 (α问十明以 (43j=L23 3n>

并利用 (3)式可得到

(5) 

(6) 

(7) 

[T仇 T，.s] =δJ，.Tts 一δωT"II (i , j，俨F S=1323 …, '11..) (8) 

对易关系 (8)式表示， T41 可以作为 U(时群的生成元Eno 另一方面p 如果令 HiO) =T"， 则由
(8)式得到

[EjmpET)]=0, 
对易夫系(9)式表明， EiO) 构成群 U(n)李代数的可换子代数。这时有

Ho=主H~O)=主 ω(们，+专)，

(9) 

(10) 

而 (5)式相当于U(时的全对称表示tqjyOf--b]o 由 (3)式和 (8)式容易得到下列关系m
U(rn) 二)U(n-1) :::::J… -::J U (1) , 
U(仰)二U(m') xU(刑一响')， (n~饥〉饥'~训 。1)

另一方面p 按照群 U(m)与群 O(刑)的定义有m

U(刑) =:>0 (饥)， 0('11..) ::>0('11.. -1) =>… =>O(匀 (12)

作为上述理论在本文中的应用，这里给出关于 U(2) 的一些结果。它具有四个生成元
TUJ (i , j = 1, 2) 。由于生成元的选择并不是唯一的， T\I 的适当线性组合也可以作为生成
元阳。例如， N=Tü+Ti2-1 与 L= -i(T1!) -Tn);是 U(2) 的两个生成元，并且具有明确的
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物理意义 N 是总振子数算符， L 是角动量算符。由于 [N， L2J =0，并且 L且是 0(2) 的

(Jasi皿ir 算符，因此p 群链 U(2)~0(2)可以采用量子数心与 Z 来表示

U(2) -:::J O(匀 (13)
•• 
ψZ 

N!vZ>=vlvl> , V 1 IvZ>=l2!VZ>, (14) 

式中 V=V1十均是总振子数算符 N=N1十N2 的本征值， ZB 是角动量算符 Ll!的本征值。 IvZ)

是 N 与 I}I 的共同本征态矢量，并且似与 Z 存在着下列关系C71

zJOp22.. 。， 当。是偶数时，

L1, 3，…旬， 当。是奇数时。

三、线性三原子分子的转一振能谱

(15) 

由于各种振子的振动频率不同、振子与振子之间以及振子与转动之间相互作用的存在，

将导致分子系统的对称性。)式的破坏。如果单纯地从群理论的角度来考虑(即按照关系式

。1)式和 (12)式来考虑)，则存在着多种破坏方式F 因此，将产生多种群链，由于每一种破坏
方式相当于引入分子系统的一种哈密顿量p 这样将会出现物理上的不确定性。计算表明，为

了符合已经被实验观测到的关于线性三原子分子的能谱公式[4J

E=G+B[ f)]J(J +1) • D(v]JfJ (J +1)2, 1 
/ iJ, \;!... I . di \/ 儿\2|

G=军ωi( 叫十号)\;21的;(叫十'2
i

)( Vj十号)十 4;21U43141ip|

B[ f)] =Be-主们+J抖 | 

D[v]=De一言βi( 问+书 J

(16) 

式中 Bø、D6 表示转动常数，叫与战是修正参数p 通常 B6>>品、 Dø>>βio d1 =d3 =1、也=鸟并

且仅有 '!h2手 0。这时仅有一种群链

U的(2) X U(时 (4) =:JU的 (2) X U(咽气。 x U(VI> (2) x U<ω(1) 二U<的 (2)

xU(的>(1) x 0(2) x U(v.) (1) , (17) 

可以导出能谱公式(16)式。这样就排除了物理上的不确定性质。具有对称性 U的(2) x UC叶
(4) 的分子系统自由哈密顿量算符为

Ho=Hbr) 十 H'ò1)) , 1 
I __ d\~ (18) 

H~r)=BJ2-DeJ4， Hòv)=军 ω(几十号)=ω(N+2) ， J

式中 E扩〉是转动哈密顿算符，它是 u{r>(窍不变的。E俨是振动哈密顿量算符，它是 U(时 (4)

不变的o N=N机N~b)， N =主 N， o 上标 α、 b 表示两种不同的退化模式。按照 U的 (2)

U<的(甸的定义，应有 [Hòr) J HòV
)] = 0。因此，态矢量 IvJ> 可作为 Hòr)、 Hòll) 及 Ho 的共同

本征态
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H c;) 1 vJ> = {BeJ (J 斗-1) -DeJ2(J十 1) 斗 I vJ>, 1 
HòV)lvJ>=ω (v十 2) I vJ>, ~ (19) 

H 0 I vJ> = E 01 vJ) = {ω(心十 2) 十 BeJ(J十 1) -D~J2(J +1):l} I vJ> , J 
式中 ezE 叫， V,2 = V~a) + V~b) 0ω 表示四种谐振子的平均角频率。由于 ω作ω俨=ωp 因此

有

ω斗 (ω1十 w~a) 十 ω主川k生(ω1十2ω2十 ω8) , 

这时对称性 (1)式可以采用量子数 U 与 J来表示

U的 (2) X U(叶 (4)

•• 
J v 

具有较低对称性 U(") (2) x Uω(1) X U(时 (2) xUω(1) 的哈密顿量 H1 可以写成
H1 =H.ω +H}Þ)十HV'气

孔=主 dωt (几十号L), 

EY〉=忌1Gii (N.+ ~i )( Nj+孚)J

H~r， v)=JfJ 主 G， (几十ff)+J会G;(N4+4)， J

(20) 

(21) 

(22) 

式中 A均为频率修正参数， GjJ 是振动与振动相互作用祸合常数，向与 G~ 表示转动与振动相

互作用棉合常数。按照群直乘的定义应有 [N" N j ] =0, [爪， J2J = [N" J4J = 0, (i, j = 
1, 2, 3)从而 [Hω ， H~V)J = [H~时， Hir.lI )] = [Hω3Eir，川] =0，因此，态矢量|心l.V2V3J> 可以

作为 Eω、 H}V)、 H}r.v) 与 Hr 的共同本征态矢量

H ", I X1.V2ψaJ>=丢 4灿ω均i(轩ω钊+汁十J妥去)1μ问h川川1川叫似句咄叭2纠ω心%吩aο〉

E盯叶叫γ川)1阳h叩叭叫钞句咿悄叫B泸内Nψ%ωωaJ>=立G仇叫u叫( 叫咐+ f去刮专抖)( ψ句咐j汁十令刽)1川叫叩灿ωω均ψ叭ω且d山似均吵s>，
E民iY俨俨川俨川ω叫v叫叫叭)吁!

HII1吨y怔1't归y与M且2VS怜}sJ>=E1 1 归心2vaJ>
3 I d. \3 I .:l \.:1、、

EI=24ω机+专)+ i~lGH(叫+了)(Vj+寸)
I dJ \3._ .. / d 、

十 J(J+l)~Gi\问十二兰)+JB(J+1〉2EG;(心4十号)，

因此p 这种对称可以采用量子数问与 J 来表示
(23) 

U的 (2) X U(时 (1) xU仰.)(2) X U(叫 (1) (24) 
t ••• 
tI V1 V2 V3 

UJ')(2) xU川(1) XO(2) x U(咽，) (1);是群链(17)式的终端，具有这种对称性的哈密顿量算符

为

$~V)=G'L量， (25) 
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式中 G' 为搞合常数。由于[哩?/E}V), H俨] = [ff~V)， HìV)] = 0, [Yí口yJ， EYJ)]ELMPY1， EJ= 

O. 因此z 态矢量 I V1V2l2，V3) 可以作为 f?、E。和 HI 的共同本征态矢量
ff~V) I 叩必V3J)=GZ2 1 句。如3)， (26) 

由于对称性的破坏，包括 UC时 (2)::>0 (2) ，因此3 按照 (13)式和 (15)式量子数 VJ 与 h 应存在

着下面关系

Z.,.= rO, 2,…V2, 当 Va 为偶数时
.., L1, 3,…V2, 当 Va 为奇数时

这种对称性可以用量子数 ω1、 Z2... Va 和 J 来表示

U( r) (2) X U(v气1) x 0(2) x U.CVa) (1) 
•••• 
J V1 归 ωs

这时分子系统的总哈密顿量算符可写成

H =Ho+HI+~}1J\ 1 
HI 叫V2vaJ)=EI 问V2VSJ)， t 
E=Eo十El+G后 J

(27) 

(28) 

(29) 

比较 (16)式与 (29)式得到

dω， =ω， -ωF Guz ￠41， 

G， =-α1， G~ =β42G， =yas， 

、
l
t

「

t
J

飞
}
/

。
。.,, 

。
由., 

44 

一
一

-aJ ., -auv 
，
，
‘
、

(30) 

四、讨论

(盯上面已经提到过，为了得到线性三原子分子的能谱公式(16)式，对称性 (1)式仅能

按照群链(17) 的方式来破坏，并且在这种意义下，其它的破坏方式都是不可能的。例如假设z
U的(2) xU例(4) =>u(r}(2) x U(V.+时 (3) x U(U,> (1) =>U的 (2) x 0(3) x U(时 (1) 0 (31) 

首先，群链 (31)式含有 U(咽气功 ::>0(3) 0 由于具有 0(3)对称性的哈密顿量算符仅能是(相当

于群 0(3) 的二阶 Casimir 算符)
;Ye' = g'JD, (32) 

式中 g' 是相应的搞合常数。因此，链 U(吟 (3) =>0(3)可以用量子数也与 J' 来描述
U例 (3) =>0 (3) , (33) 
•• 
V J 

对于(31)式有 ωz叫十你1十哝)=V1十句。并且

~'IωJ') = g' J' (J' + 1) I vJ'), (34) 

武中 IvJ') 表示相应的态矢量。按照群理论3 量子数。与 J' 也存在着类似于(15)式的关系

J' = rO, 2, ...V ， 当仍是偶数时 (35)
ll, 3，…V， 当 U 是奇数时。

但是在 (16)式中并不存在满足(35)式的项 g'J' (J' + 1) 0 另一方面，群链 (31)式也不可能产

生振动-振动相互作用项。

(2) 另一方面，也可将分子的两个转动自由度与一个振动自由度(例如，叫)看作三维谐
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振子，并构成群 Uσ，吗 (3) 。而其它三个振动自由度看作另一种三维谐振子，构成群 U<附叫

(3) 。这样分子系统的转一振自由哈密顿量 Ho 具有群
u(r， 吗 (3) x U'币.+".) (3) , 

对称性。由 (36)式的可能破坏方式所产生的群链为
UU' ， 时 (3) X U(V.+时 (3) =>o(r, fil) (3) x U(ω(2) 

↓↓↓↓一
句句+Va J V2=V~a)+v俨

(36) 

xU(时 (1) 二o(r，叫 (3) xO(咽1)(2) X U(ω(刀 (37)

•••• 
V3 J Z Vg 

并且其它破坏方式所产生的群链均不能给出能谱公式中的振动一振动或转动-振动相互作用

项3 因此被排除。容易看出，利用群的直乘性质，链(37)式可以给出能谱公式 (16)式。但是，

由于(37)式中含有 U (3) ::J0 (句，因此，量子数问与 J 将受到关系式 (35)式的限制。而能

谱公式(16)式中的转动量子数 J 与各种振动量子数叫之间却是相互独立的，这就排除了采

用 (37)式来描述线性兰原子分子能谱的可能性。
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Abstract 

The formula of rota扫on-vibrational energy levels for a linear 甘iatomio mol回ule

are ob七ai卫ed by uslng 七he 古heory of Lie Grou ps, w hen the rota七io丑 and vibra也on aro 

bo也h considered a~ 毛he harmonio osoillalors. 
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