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随机粗糙表面上相关点的散射*
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〈复旦大学电子工程系〉

提要

随机粗糙面上邻近两点的高度与坡度是相关的。由这种相关性对散射的贡献是明显的囚在计算粗精

表面散射强度时P 应包括这一相关性引起的贡献.本文提供了一种解法和修正后的一维散射强度的解椅
公式，以及数值计算的实例。
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一、引

近二十年来，波在随机粗糙丽上的散射一直是被感兴趣的问题Ez--30 对于起伏颇为平稳

的随机粗糙面，粗糙面高度的方差 σ 和相关长度 z 远大于入射波长丸，且 σ<Z， 一般可采用

基尔霍夫近似，即粗糙面上每一点处的场可近似为该点的局部切平面上的场(1叫描述。在

计算散射强度时，粗糙面上任意一对邻近点的高度与坡度被看成是相互独立的，即不相关

的。在高频极限下(入射波长儿《σ， l) ， 散射强度可写为相互独立的稳相点的贡献总和。尽

管近二十年来，波在粗糙面上的散射研究有很大的进展3 但它的方法仍可归为: (1)基尔霍夫
近似和稳相法n-5Jj (2)微扰法叫 (3) 组合这两者的双尺度粗糙面的解法[7) 以及 (4) 全波

法[8](不太广为引用〉。近来，粗糙面多重散射的理论也引起了不少的讨论E9h4130 然而，当使

用基尔霍夫近似和稳相法求波的散射时，两邻近点的高度与坡度不相关的论点，始终是被承
继下来的。

事实上，只要粗糙面上任一对点之间的水平距离不大于相关长度(但仍大于 λ)，它们的
高度和对方的坡度是相关的。本文推算并证明了，采用基尔霍夫近似，这种高度与坡度的相
夫性对散射强度的贡献是明显的，应当计入散射强度的计算中去。

二、基尔霍夫近似下粗糙面的散射强度

设一平面波入射在一随机粗糙的介质表面。粗糙面由随机高度 z=g(叫到描述，平均
值<~)=o。由惠更斯原理，在内处观察到的散射场为日，llJ

E，ω=lyFi[叫3向手) .ñx I1向十VxG向手) .ñx E(训 (1) 

其中 G(手。， r) 为自由空间的并矢格林函数， 80 为粗糙面上的照明面积， r.L 且 XX+'Yy， r-r .L 

+gz 为粗糙面上的点。 采用基尔霍夫近似，粗糙面上任一点处的场 E(巧 J H(r)可近似为J
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该点局部切平面上的场。并且，对 (1) 中的 G(元，手)取远场近似。这样，散射场 (1) 可写为

E且sω=t，叮(gιø， ι
这里的 δ挝k-==k瓦i- ks， 附录 A 给出函数 F(ga;， g，，)， 具体推导参见[4];ι=何/缸，马=θg/句@

由 (2) 式p 散射强度可写成

〈 |Ea(Fo〉 l)。40jJ叫(iok.L .p) JJωιJJaι也川a:， ω .p铃 (Çla;， f.1lI) 

x JJag啊砾1P凡6(岱5μç， f.1ι1 ， ιιμω， f.l乙la;， ιι宙〉叫

这里的<.ο〉指的是求系综平均。为求平均3 我们用了两点(六个变量)联合概率密度函数凡，

豆= (X- Clil)Ø+ (y←仇况。正如在引言中谈到的3 如果忽略这一对点高度和坡度的相关性，用
我们的符号来说明，即是

P6(ç, f.l ， ι， gfIJ ç14:, g-111) =P2(g, Çl)P4(ga; J gl/' gla;, gl") 0 (4) 

采用稳相近似(因为 λ《σ，功，对 gø， g，和 5毡， g1田的积分，主要来自稳相点的贡献。稳相点

的坡度 \lg = \lÇ1 =昌。 α0= - ok2/ok.o 方程 (4) 的假定简化了散射强度的计算，由比， (3)式

可写为

<IE, Cro) 1 !l)=SoIF阳~J8户刷ôk.L .p) J J aga; dg"J J品a; atl

xP，(ιω且， gl,,) JJdgag1P2亿pωxp闷μO川] 

巳==2$S硝州o川♂|阳F盯(ι蚓)川12J~dφ柳p仰ρ旷州J
其中 Jλo 为零阶贝塞尔函数o 假定 g(匀， Y)是高斯变量，并具有相关函数和坡度分布的概率

密度函数分别为

<g(匀 ， y)g(勿1 ， Yl)) = σ!!exp(一 ρ!!/Z!3) = σ20(ρ) ， (6a) 

P2亿ØJαOa;， 马 =αbg)=JLexp[一 (o;ga:十 IXÕII)l2/4σ!lJ 0 (6b) 
4σ2 

这样z 在高频极限近似和方程 (4) 的假定下，散射强度为1:4， 11J

< I E8 (;:0) 12) =π1280|F(σ。，) 1!1 exp[ 一 (αÕa; +~II)l!!/(4σ2) ] 0 . (7) 
lokz 1 2σ2 

然而，当 0<ρ/l<工和 ρ》λp 相关函数<gg14J) =一〈ι(1)= -(2a !l/ l2) !X- Xl/0, <(glU) 

-= -- <t,11) = 一 (2σ!l/Z2) lY一的 10，可能远不等于零3 而不应忽略。因而一个很自然的问题

是z 下列两种积分会对<IE，(手。.) 12>产生多大的差别?

IrSUF旺州k.L OpJfωι fJω(，l1/F(ι， ι)F赞 (tj a;， ι)

x JJ啊1P6(Ç， gl, ga;, tll ， ι， (，11/)吨队 (t -Çl) ], (8) 

I…=叫 dp叩
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X P4(Ça;, .;缸， ~:L7l， ιιω叫vρ叫)才fJd吨￡归d碍ι5ι川1

在(侣'8)λ、 (9创)两式比较中F 我们选定某种极化或偏振，因而函数F 取作为标量。第一个积分

Ieor 包括了相关性<~J ';~)J <~， g111)和〈ι~1)， <e-V1Ç1)i 而第二个积分 Iuncor 忽略了这种相关

性。

三、考虑点的随机高度与邻近点坡度相关性的散射强度

为简明起见3 我们仅讨论一维的粗糙面p 即只有 ça;(元 ι)， ρ=x一句。我们有<.;(ø )e-(X1)) 
-(ggl) =σ203026xp(-ρ2月2) ， <ggll1l) = 一 <glÇa;) = -2(σ2月2)ρ0， <galu) = σÕ(1-2ρ2/ 

l")O, o-õ . 2σ9/Z'fJ O (8)式 Icor 中两点联合概卒密度函数对于一维粗糙面应为 P4(g， gl, ga;, 

gu) ， 并写为
1 r 1 

P4(';, e-l , g(t, ';14l) = f。-W!:lT-2exp~ -l 21Al1σ2σ3 

x [j MOj ~lUÕg2十 j ll-J 112σ3551十 IMI13σσo';';a;+ 1M 114σσo';';u 

十 IMliJ1σÕ.;g1十 IMI22σõgi+ 1M 123σσo';lga; 十 IM[94σσ0';1';1a;
十 [M ) 31U5';';a; 十 [M132σσoglga;十 IMJ33σ2g;+ 1M [34U2';a;';1a: 

+ 1M 1410'σ0';';国十 IMI 且σσogl';la;+ IMI甜σ飞a;';(J) 十 I M Il4U2~ia;J }, 
(10) 

其中的行列式 1M! 和 M 中 Mmn 的余因子行列式 JMlmn(响，仿=1， 2, 3, 4) 巳算出(见附录

酌，它们都是 ρ 的函数。可以看出， (10)式中的指数部分是 ι gl， ι， ';lØ 的二次函数。将

(10)式代入 (8) 式p 并利用 F(ι)=且m';a;十F伽为&的线性函数(附录 A)，逐次对 P4(已 ';1 ，

ι， gla:)exp[iokø (';-';1)] 中的.;， ';t， ι， gù:配成完全平方p 而先后完成对.;， ';1, ga;, gl(t的

积分。经计算可以得到

Icor= < j E8 (句 |2〉「Ajsodmp(4执州加P阳Q(p) ]， (均
其中

Q(ρ)=-L(ρ)/0巧，

G(ρ)=卡(ρ) +tO(ρ); 

L(p)zeo+iL十 dg 主巳旦旦，
4αo ~α。十 bo

~ 

= .1-2 ~ ;u J I },f 133 -
J}'fl 口 (IMI~月十 1M 1~4) +2jMj叫NI :J3!Mj2~l

20号 M 1 L I - - I'>ú 

1 M il - 1 M 1 i 2 J 

ho = _2 ~.;u J j M I •
2j M j 111 M 1 :231 M 124 十 1 J,1112(I.M I~:l+ 1M 1;2Ll oσõ j M I L 1 l.'.L 134 -

111-11 il - j"M I i2 
0 

J 
dn=oι工 ! M/ 23十 /M124
υEσ向o 1M /11 →→IMI问19

e岛0=0阶1c;恬σ旦 lMI
I M 111 - 1 A1j12 ; 

t 2bo 
s= 一-一~

0.

1. 2 p1mplm, 吐aõ-bõ

(12a) 

(12b) 

(13) 

(14a) 

(14b) 

(140) 

(14d) 

(15a) 
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α。十 bo \ mpOm-2αo mm/on/ 
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十 il 兰Lp:mpom十 d3|P1|210(15b〉Lαo .L- ~"~ .J.- V '" ,. 2α。 (2α。十 bO) I .t'~m I J 
因为批?σ2>>1，在高频极限下，散射强度 (11) 的主要贡献来自区域。←ρ，jl<<lo 将附录 B 中

各个 jMlm.. 在 O<pjZ<<l 的渐近表达式代入计算 L(p) ， 可有

eozl8kv4一… (16a)
6 

~WZ"" l"r 

iLZSK?σ2导-… (16b)
告αo

品，

d~ 笠巳主立届三 ðk';σ9 pj3

一… (160)
缸。 2α。十 b o

. - 3 ~.-~...， l2 

因为 0←ρβ<<:1，由于的高次项的贡献是可忽略的，而仅须保留 (16) 式的第一项。由此，

Q(p) ~-2σBρ9/(3Z勺，并可近似取 G(ρ) ~G(O) 0 这样， (11)式的 Icor 为

叫非oG(O)J~叫滞)。 仰
以同样的方法计算 (9)式的 IuncorJ 可得到

其中
ImrSOL.命时批s川>(加P附(0)(ρ刀， (18) 

Q(O)(ρ) ==-σ!l (1-0) , (19a) 

G<叫p) = (1-2ρ9jZ!l) 0<α2)lpl例 1 2十 IPom 尸。 (19b)

仅保留(19a)式在 O<p/Z<<l 时渐近式中的第一项， Q(O)(ρ)~ 一 σSρ~/l2} 并使 G(O)(p)~G(O)(O) , 

我们有

Iun…口 lð挝kι'σa

比较(17)式的 Icor 和 (20)式的 1uncor} 可知由相关函数<gglØ)， <gll)gl)引起的散射强度在计算

土的差别为

Icor-Iu 
)百I SG(0)[JLxd 38k32)一吨( - A~~~~~ )1 , (21) 

卢币汇ra
JJOU\V}LV "2 叭 8δ巧σ"2J \一否苟歹JJ

和两者之比

Ieor/I旷 (22) 

事实上，比较一下(11)和 (18)，可以看到p 当 pjZ→∞ ， Q(p) ::::::Q(O)(ρ') ， G(p'丁 ~G(O)(p); 而当

ρjZ→0，虽然 G(ρ) ::::::G(O) (剖，而 Q(p) 和 Q(O)(ρ〉在 ρjl→0 时的渐近行为不相同。而正如前面

已经指出的对散射强度的主要贡献，来自区域。←ρjl<<l， 因而引起了 Icor 与 Iun侧的明显区

别。由 (ρ21ο〉式可见，当 σ/βZ 大时，第一项大于第二项， 1ιZ曰lD阳低估了散射O 反之，当 σ/ρ1 小时，

Iu口unc

坦， (但22勾〉式的比趋于零，此时非常平滑的表面上几乎所有的点都是相关的，披在一特定的方
向上为表面所反射。因此，在计及相关性的贡献后，应使用 (17)式给出的解析公式来计算粗

糙面的散射强度。图 1 和图 2 分别给出 1eorl 1 uncor 和两者之比 ((22) 式)的数值计算实例。
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图 1 描绘了散射强度 I附和 Iuncor 与散射角仇的变化关系， σ/Z =0.1) 入射角 8， -300 0 图

2 给出 Icorl I unCOr 与仇的关系。当 O. 增加，有更多的点变得彼此相关，使 Ieor 与 Iuu侧的不

同更加明显，这是容易理解的。

此外，如果我们在 (8)式的逐次积分中p 用 IF(α0) 1 9 来取代 F(~I:)F气g~)) 而移出积分

号外。这样做即是用 IF(α。)1 1 取代 (20)式中萨的(O)J 于是 (20)式与早先给出的 (7)式在一

维的情况下是一致的。然而F 由于我们的四川是由对各种可能的 g， Çl1 ，.和 gk 取统计平

均之后得到的1 G<O) (0)应具有更为普遍的意义。

四、结论

本文提出，随机粗糙面上任意一对点F 只要它们的水平距离不大于相关长度，它们的随

机高度和对方的坡度是相关的，这种相关性对散射强度的贡献是明显的。本文已推算，并给
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出了包括这二相关性而得到的一维散射强度的公式F 并与长期沿用的不包括这一相关性的

解析式作了解析的和数值的比较，表明不包括这一相关性会过高或过低地估计粗糙表面的
散射系数。

附录 A

由基尔霍夫近似， 'F (a.， 的可算得[41

Fab (α，的-v'ï丰E丰声{-(l-Rh)(盘 • k.) (8, 'Q4) (b, .q.) + (l+R ,,)bß ' (7: x q.)(âi , P.) 
" ^ +(1+Bh)(8444)[ba-kax(axa)]+(1+Bo)(de-h)(a-34>(8a-saxdaME"'

其中 a， 5 分别为人射、散射和水平或垂直极化矢量; tî., i， 为入射波在法向矢量为 a 的局部平面上的局部水平和垂直极
化失量jRh， R。为局部水平和垂直极化的反射系数。对于-维的粗糙面，以水平极化(hh)为伊U，可得 F(α) 圄{α[(l-R，.)

Xsin&,+ (l+Rh)白白]+[(l-Rh)cosθ，-(l-Rh)c倒也]}E，ω =Pl(a)a+po(α)。将 F(α)在稳相点坡度 α。展开，可得

11(3,) =且.(向〉α十po... (ao) ， 其中 Pl.，. (α。)=Pl忡。)+αopf (α。)+p~(吨)， pOm(

附录 B

IMI....1-202+04-旦02~~ ~ _ ~ ~~ + 2~旦与一叶 p/Z<<1;
Z4 3 l8 3 II日是5 l 二

lM!114-0+2402-4内斗-1咛+子兽一号手+菩在一"当旷l<<l:
lM|「-C+CL2￡tub-44+104-旦 4+旦L_~豆豆 EZ+ 什 ρ/Z<<l;

ρ2 - ~ - l2 . -- Z4 3 Z6 . 3 l8 30 l 

σpS rρ，2 , 13 p4 5ρ.6 . 121ρ8 ~...l 
IMI俨子pG(l- C')剧可7il-27+τ7寸 l6 +τ20 ts~' ι 当 ρ/Z<<l;

IM !24.... 2年丘与z244I1-24+24-iA+211一…"当 ρ/l<<l;
σo Z~ l- - l2 ,- l4 3 Z6 ' 3 l8 J 

句 p4 8 庐 p8 16 pl0 • 4 刊IMI俨1-01-2告伊227一τ~6 +2 ~8 一古~1O +γ 告一..性 ρ/l<<l:

IMI S4=-O+GS+2吾O :=:l 2 乎一乎乎付手一喜结+盎 fZ-.，当 ρ/Z<<l .. 

在有 IM!lS-=-IMI240; IMh4=-IMI~; ]MI21=IMI12i IMI22=IMI且 \MI 31 ....IMI13i IM[s2= I MI23; IMI v.
IM114; IMI42=[MI24; IMI4s=IMIωi IMI44"""IM[ss. 
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On Icattering from correlated points of a randomly rough lurface 
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Abstract 

Sca拙。ring from correI::rted poin切 of a l'andoml y rough surface 坦 studiòd. The 

varia bles of 也he roughness: heigh古s and slopes of neigh boring poin切 on a randomly 

rough surface are correlated. The con甘ibu也on from 讪坦 correlation 坦 appreciable，

and should be taken in切 aooou时 for computation of 由e scat七ered intensi可 from a. 
rough surfa佣. A general approaoh and analy缸o formnla are provided. 

Key words: randomly rongh surface; 也e Kirohhoff approximation; corrolat.ton 

fnnction of heigh古 and slope; sca抽el'ed in如ensi如y.




