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提要

本文引进满足均匀矢量 Helmholtz 方程的矢量波函数作为基矢，对矩形槽光栅的槽内和槽外的光场

卦别进行矢量平面波展开和矢量模式展开，并由辑合条件导出了求解展开系数的方程组，可进行数值计

算。该方法可研究入射场的方向和偏振任意时的衍射效率、偏振特位变化等问题.在p偏振和 s 偏振的特

殊情况下所得到的公式与用标量模式理论得到的结果一致.

关键词:矩形槽光栅;矢量模式.

一、引

由于矩形槽光栅的结构易于理论分析y 人们对其衍射问题进行了广泛研究口咽。这些工

作都是求解标量 Ho1mho1恒方程，孤立地分析P 偏振和 s 偏振的光场衍射问题 (p 偏振和 s

偏振分别是指入射场的电矢量和磁矢量与入射平面垂直p 而入射平面则垂直于光栅的槽

向)。其不足处为:首先，光场应遵从矢量 Hol皿ho1切方程;其次F 在处理入射方向和偏振状
态任意的入射场时，该方法显得麻烦和牵强。

对均匀的矢量 Holmhol切方程

y 

]'ig. 1 1'be model of the geating 

(V且 +k2)F=0， (1) 

可从均匀的标量 Ho1mholtz 方程

(V!l十品2) 非 =0 (2) 

的解(称生成函数)出发，选择适当的常矢

量 p(称领示矢量)，就能组成如下满足 (1)

式的相互正交的矢量披函数[4-6)

L= \l中; M= \l x(肘); N= i VxMo 

(3) 

如得到一组完备的标量基{t卢，，}，由它

们生成的集{L町 M，.， N，.}就是一组完备的

欠量基， (1) 式的任意解可用它们展开，对

于无源问题p 仅以 {Mft~ N，.}作为基函数就
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已足够。

本文就用上述方法来处理理想导体矩形槽光栅的衍射问题。其模型交11 图 1 示。伊乞平

面是光栅平面，~轴与槽向平行，在 m 方向是一无限周期结构，其周期为 d， 槽宽。，深度 h。整

个光场分成两个场区， (1) 区为光栅平面以上的区域， (11) 区是光栅槽内的区域。

二、矢量 ON 基函数

由于所考虑的衍射问题是无源问题，所以可不考虑 L。在 (1) 区，生成函数为平面波函数

中(J) = exp [rj， (k(&a;+ι?/+køz)] 0 (4) 

取领示矢量为单位矢量 y， 可得该区域的矢量基表式:

( 矶=k砖屹凡2二LP儿品十h凡;n)叫
N卢=[防k;弘媳十h砖3L怕)k2吁] -1扩/β2[ 一 ækιa;Jc!l仙郭 +y(仿k~怕+k珩3ηn) 一 zkιE扪"kønJ exp[μrj，(仿k刷a; +k儿IIny+kι1Ir:t)刀] 。

(5) 

式中 æ、队 Z 都是单位矢量， n 是基矢的标号F 当它变化时， ka;"， 儿"和 k~m 可取遍可能值(视
实际场的情况可以是分立的，亦可连续的)。附录中说明了各基矢前乘上一个系数 (k~+
后n) -1/2 的理由。

(11) 区是有界的p 电场的矢量基在边界上应满足 D.irichl的条件:
rM(口) 1 I 

nx 斗 NCII) J I~二色:=Oo (6) 

n 为界面的法向单位矢量E 磁场的矢量基在边界上应满足 Neumann 条件s
r M<rrv 1 I 

nxvx4NW}1:zfo。 (7) 

仍取 U 为领示矢量p 则相应的生成函数组为

μm W i…:由川2.1 exp (rj,kzz) m= 0 , 1, 2 

毗卜m旦旦 ω[μ".(y十 h)]叫做"Z) 刑 =1， 2， 3，….

式中前两个下标分别表示函数对 g 和 y 的奇偶性， μ刑是正的实数或虚数， μ川'一(平)~
-k'7。第一式分母上的因子 μm 是为了当 μ".=0 时y 该表示的极限仍为有意义的生成函数。
虽然使两表式失去了对称性，但正如后面可看到那样，这对求解衍射波的振幅没有影响。出

生成函数可得满足(6) 和 (7) 式的矢量基函数组分别为:
r T2 , I m$ \21-1 / 2 r _.:7. ~~ro mπx sin[μm(y+h)] 

rMeom+ l k;+, "~V ) j t -xik"ω c 

-z旦归旦归队(忻州]问仿制，
c c μ'm 

i肌阳 已 {k~ [k;十(午) J}-1/2{ -x 7r子 μ川咛乙sin [/-hm(川)] (吟

i 十y [叫午.y]Sin 吁立∞S [/-hm (川)]

l -z阳
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和 r ~ I …E\2 l-1/2 r …… 
rM何m= I k;十(子) J . i 刑køsin 咛立。叫μm(川)]

+ZZFoω守己删[μm(川)]}呵仿制，

才凡om={k2 [k;十(ZF)141-zzpm 咛旦 ωs[μm(川)] (10) 

十Y [k;十(子)2 ]跚吁立 m[向(川)]

十Z仇ω 哼巳ω巾m(Y+均J}旺p (ikzz) 。
正如应预料的那样， (11) 区的基函数与光栅周期 d 无关，只依赖于槽宽。。此外，无论

是(1) 区或 (11) 区，下标相同的一对矢量基函数 M和 N总满足关系:

'l xM=kN; 'l xN=kMo (11) 

三、光场的矢量基函数展开

取入射光波为矢量平面波p 其电场矢量为:

e,= 1 exp[ø(kea:; -kuy+ki:z汗。 (12)

式中 ku 是正实数， 1是偏振单位矢量，为简单计已把振幅取为 10 践可用 (1) 区的一对基矢
Mi 和 Ni 展开-

e，=Å，M，十 iJB，N， =Åí (砖+k;)-1/2tj，( 一时~.+zkø:) exp [tj, (k..,x -kuy+kiZ)] 

+iBi [k2(k;+k;)] -1/2 [æka:kU十y(k;+k;) +Zkllk~] exp [tj， (kø:z←儿y+kzz)] 0 (13) 

式中 A，=M:.e" B,= -tj，N:.e，o 由于场在 s 方向上应满足周期性条件p 故第 m 级衍射波可

用一组(风风)来展开，其表式与传)式同，只是现在 kþ=kø:+.，g在(川，士山， ...), 

irr 是正的实数或虚数，巧，， =k2-k!n -k;o 

于是 (1) 区的光场可表示为:

[::::] -A.[ _jιhlJZJ 
r M n 1 r tj,N" 11 

十芋i Ån I - tj, ~ / 8 N..I 十 Bn/ ~/ 8 M..lto (14) 
、 "μ ..J L \， μ ..J) 

类似地， (11) 区的场可用矢量模式 (9) 和 (10) 展开，表为:

[:叫 l[?mllFmmllH( lI) 1=事j叫一φ4/ 8 N eom I 十 bml →~/ 8 M....... It CÞ (15) 
4 、

'f.k L ，. μ ..J) 

应注意式中阳的角标刑是从 0 开始的，而 b俐的角标刑是从 1 开始的。

四、振幅方程

在光栅平面上(y = 0) , (1) 区的场和 (11) 区的场应满足z
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(16) 

把(14) 、 (15)式代入 (16)式，利用表式(5) 、 (9) 和 (10)进行一些变换，就可得到计算振幅

Åtn、B. 和 α"、凡的方程组，它们可以用超矩阵形式表示:

[Al=[do d11[牛「川。
B J L U(2) V(2) J L b J . L :r (Bt ) 

(17a) 

[:ω 勾(1) 丁「aIFD
g(2) η(且)J L b J L W(2) 

(17b) 

式中列向量 A=(…A吨，…， Â-1 , Âo, .Å.1, … p A"' …)、B=(…… B_ft， … ， B-l, Bo , B 1, 

…， B向…) J ã= (aso， α1，…，矶，…〉、 b= (b1 , ba, …, b，.)， 在 (!V) = (!VÔOn, !Vδ伽，…)0 U(飞
yω、F飞勾(句都是无限维矩阵，而 WW 是无限维列向量，其具体表示式为2

f ③ιJ一_f阳珩陈阳雹Jmft
U~一

" /79 ,., J / m -:n: \~ • 7.2 I dμ刑

J一 I kmJm"-62:1I=--1执毗J..Lmh)
「m|旷日川)叫J dk1)f!J..Lm 

广.仰1-:n: 寸

V!1= _1 ~_'b C J m，.-r/V，… Ik川inbmhu

nm --\-Jk;n + k;J (午r +k; J dk1) 。

广 m-:n: • 。甲寸

V~~= -1 厅…叩===1川n(J..Lmh)
nm I ~k~+k;J( ，，:w r 十砖 J dklln 

盔 \ 产 1川叫…ω圳叫(阳μ
E~伊t?}」罩~(俨工气且U段铲}一 hιsU2段))j古÷zE2~斗ðml /71μ押\且 , 

\ ".V l\læn丁的 2儿/(二~)十砖

/是 \J备 ikøc(l+ ÔOZ) cos(J..Lzh) 
叼)=~(旦去2..u~p+儿臼) )-:/丁立一百+ðml

\ W 川，msThz 叫(号)且十砖 ' 

ikøc COS(μlh) 
)~kL十hfo飞扩(1: r 十k;

J 昌、 J:'n l时∞自(μJz)
吗j)=~(旦芒ι v~p十k刷YF)JEτ工否十δml / / 1一
民， "V "':Jm I"'. 轧/(二

fwω-2f/A，，kzkN 十 Bik" ) 
l 
wm-aAmou、/k;，工可

l

、/ k; -t.可J'

iwm - 2J·(A KJ叫一 B儿}

(18) 

(19) 

(20) 
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式中

它们满足t

光 学
飞V

~~ f~ 

(「「ι衍叫叫刑俨叶叶=斗4斗十r:('卜r: ('08 (ω叫O叫(肿xp川(川呻￡忱ω川川川川kμM川川a均ψ训忡〉川川灿【d白lx 勿

Iι刑'11斗=寸=J:扣J: si缸叫i

dc 
丰 Im'llT;rt'n = 孚JmnJ+;'"俨丁 8棚，;军 ImtlJ:n'n= 孚JmrJ:,'n = 00 

9 涅

(21) 

(22) 

对 (17)式进行数值计算，就可求得各级衍射波的振幅{.A/lJ B.L 槽内基欠形式上的不对

称显然对{.A，.， B，.}的数值结果是没有影响的。

五、 衍射效率和偏振

当 kll，. 为实数时，第 m 级衍射波是真实传播的衍射光，其效率为z

E(n) = (I .A，.尸+ I BnI 2)儿/kvo (23) 

当 k缸"为虚数时，第伪级波是消逝波，其效率无实际意义。真实衍射波的总效率应为 10

nZE〈何) =1 0 (24) 

式中 n巳 R 表示求和只对 kvn 为实数的级次进行。

复振幅 An"B，. 可表示为 An= IA川 exp(i9n) ， Bn = IBnlexp(帅n)，若记 0'11 = 仇- ()n，则当

δ"=0 或 π 时，第 n 级衍射波是线俯振的，其偏振矢量位于自矢量 z= (k~斗对) -1/2(-ækø
十zkæn) 和 y= [k2 (kZn+巧) ] -112[ - xkænk缸" 十y(瓦n十后) -Zkvnk;J 所决定的平面内，与 U 的夹

角为 Xno

tg Xn= 士 IA，. I / IBnl 。 (25) 

式中正负号分别对应于 δ'11 ，=0 和何。 当 0'11= 士号时3 第 '1û 级衍射波是右(左)椭圆偏振的 ， Y

和 z 为椭圆的两根轴，分别长 IBnl ;啊IIAn 1; 当 δ" 为其他值时，对应的衍射波也是椭圆偏振
的y 但这时椭圆的一根轴与 U 的夹角 χno

tg 2X~ = 21..A,. 1 1 玩 1 oos ð,./ ( I Bn 12 - l.An 12) 0 

两轴长分别为的和 β"。irishMF 
ßn= 1叫Il音作

2∞sδ"sinx;∞SXn I sin2χ川一1/2
IAnllBnl ' jA'II I ;o J . 

20ωònsinx~ωeχ;ι00响2x;1-U26
IAnIIBnl- I l.Anl j 

-主4
/、、 特 例

现在特别考虑 kz; =O 的情形。由 (5) 、 (9) 和 (10)式可知这时

叫叫一切)]

N，=k-l(a;kli+ykt&)exp[i(k~-k"y汀，

M二=到 exp [i(kt&nai十凡y) ]，

(26) 

(27) 

(28) 
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心_ Z s.in 1ì1/Jr:V sin [p'm (x + h) ] … 3 
C μ刑

(29) 
Noem = k- 1 i叩m C倒血吨以U十均huLin旦旦叫向(川)] }, c c c 

Moem=z ω呼叫川 m==O. 1. 2 

Nω=k-1 {-X sin旦旦M川)]十卢∞sm旦 sÎn [p'm (y 刊2.l}， (30) 

c c c μm 

刑=1， 2, 3, 

而振幅方程中各矩阵元简化为:

[ua→Imndn(μmh) 
UJ f.-ú /昂

|vmz Mm 年坐毕生i;um=YZ=OOl' nm V~ mn (lky 'll 

rJ=FII咋Y叫叫)
勾;;( = ~iJlnJ~tn μLsin(p， lh) 十岛之 cos(μth);55;=η~=o.

! 町)=2幻川I

W~~)= -2Jι':nOBi阳。

(31) 

(32) 

(33) 

于是振幅方程(ο17盯)就分离为两个独立的 yh1 程组0

和

{AZU协叫，
Ç"(1)α = W(l)o 

{B= 俨旦)b十呐，

η(2)b = W(剑。

(34a) 

(34b) 

现在 ã=(α1，句， α3，…) J b = (bo, b1J b:a， …)0 这一结果是与标量模式理论导出的公

式一致的白，3:1令 Bi = O 或 A~=O 就是所说的 p 偏振或 s 偏振的情形。

我们用矢量波函数建立了矩形槽光栅的矢量模式理论，可研究入射方向和偏振任意的

平面波的衍射效率、偏振变化等问题p 标量模式理论的 p 偏振和 s 偏振情况是该方法的特殊

情形，由于篇幅原因 F 数值计算及结果拟另文讨论。

附录:有关矢量基函敬的补充说明

对任意的领示矢-r:t p ， 当年面波生成函数 exp(氓、r) 的i皮矢 k 与其平行时，生成的矢量基 M、N就会成为零矢 ;l ;

{MEX[P时k 叫J=i(川)时k.r) =0, ( A .1) 
N=k-1\J x M=O。

这时应补充非霉的基矢以保证完备性，在本问题中，当儿和 k" 金为零时，可另取 Z 或 z 作为新领示矢量进行补元。在

(1) 区，它们生成的矢量基分别为
M(.)=-~毗 exp(i地)， N(ø)=xkerp(伪份， (A.2) 

和
M(z) =削kexp(ikν) ， N(2)=zke:r.p(仇的. (A.3) . 

另一方面，如在 (5) 式令 k~ 和 k" 趋于零取极\lll，可得:
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(~J k
z
-0, k;r→o= 士[31，

[~J 比→M→o ‘ -iiM仅〉
N J kL N(z) JO 

9 卷

(A .4) 

(A.5) 

沿其他路径趋于极限时，会得到两组基的各种组合。于是我们规定(5) 式的这种极限为马和儿趋于零时的补充基

矢，从而保证了完备性p 应注意的是这样做仅是为了数学上的简便.

(II) 区的情形也同样处理，例如，当 kz 和仰全为零时，由 z 或 z 生成的满足 Dirichlet 边界条件的补元基矢为:

M俨=0 ， ~俨=xksin[k(y+h)] ， (A.6) 

或

M~Z)= -xk3in[k(什h)] ， 网，%)=00 (A.7) 

而容易算出:

[盹~:] kz-0，例→0 ‘ -i[MF}
N 08m J J..; L Nóx ) 

(A.8) 

和 [是:]川，川二一去[汇。 ω) 
所以也类似果用取极限方法.但由于取了新的领示矢量，所以生成函数的奇偶性也有变化，故对(A.8)式，相应的系数

Qm 的角标须从 1起始p 而 b... 的则从 0 起始，与按 (8)式规定的相反。
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The veoror wa ve fnnotions sa也isfìnga veo古or homogeneons Helmhol切 eq口的ion are 

i时roduood as 古he baSic veoto凹， and 古he field bo也 ou如side and inside the grooves of 七he

gra古ing are expanded by Voo七01' plane wa ve fnno古ions and veotor 皿odes respe的ively.

Equations of the amplìtudes whioh oan be solved numerioally are dirived.The m的hod

can be used 切的udy 也.e diffrao扫on of Op书ioal plane wa ves，也he inoiden t direo七ion and 

也he polariz时ion of whioh oan be arbì妇，ry. The resnl相 for P- and S-pola1'iza巾iOD are 

consi的。且也 wi古h 古ha如 published before. 

Key words: rω切.ngular-groove grating; vω七Or moda.l. 
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