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用 kramers-kronig 关系求出

反射镜的相位色散

梁培辉 张咱峰 沃敏政
〈中国科学院上海光学精密机械研究所〉

提要

先学元件相位色散在超垣光脉冲的产生和传播中起着重要的牛用 3 本文提出运用 KraDlers- K :ronig 

失泵，从反射谱直接求出反射镜的相位色散.文中对此法作了分析并以多层介~膜本rJ锚膜反射撞为例子

选行了讨论。

提键调:反射镜，斗目位色散1CraIDers-Krollig 关系。

一、引

要获得超短激光脉冲必须注意腔内外光学元件的色散，适当的反射膜与折射介质相匹

配以校正腔内色散对于获得超短脉冲是必要的[1.气目前超短激光脉冲的脉宽已达到 10fs

的量级3 在世行光学实验时所使用的分光板与反射镜的相位色散会导到脉冲的变形与加宽，

例如，如果光路总的相位色散的二阶导数为 2 X 10-28s2， 则会使 10fs 的脉冲加宽 405俨 o因

此3在鱼的光学中，脏内或腔外的反射镜的相位色散应该作为一个重要的参数。

我们曾用 F-P 干涉仪的方法测量出宽带多层高反射介质膜的位相色散，并给出相位色

散的二阶导数臼 o 这种方法要求被测介质膜涂在 F-P 标准具上，要准确知道标准具隔圈的

厚度，而且介质膜的反射率要足移高，因此这种方法不宜用作光学元件的常规性测量。

本文以经典的普遍的色散关系一←-Kra四el"S-Kronig 关系出发，测量光学元件的反射

率谱导出元件的相位色散谱。而 Kramers-Kronig 关系所使用的积分变换可以由计算机

完成，因此本文提出的方法是适合于实际应用的。

二、1(ranaers-1Cronig 关系的应用

令人射到反射丽的电场为矶，反射电场为 Er~ 反射系数

铲(ω) -= [E, (ω)/Ei (ω)J =ρ(ω)exp[iO(ω汀(盯

式中。(ω〉是反射系数的相位因子P 描写反射丽的相位色散。实验中测量反射率，即反射光

场强度与人射光场强度之比

B(ω) = [E~(ω)ErCω)/E;(ω)Ei (ω)J ==ρ.1(，ω)0 (2) 
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显然， R(ω) 不显含相位因子。所谓 Kramers-Kronig 关系是指，当一个线性无源系统的

响应函数 a (，ω〉的虚部在所有频率 ω 内数值已知时p 如何求得该函数的实部，或者是反过来，

自实都求出虚音þ"l，

α 〈ω)=α'(ω) +ia"(ω) ， (3) 

=29曲6izL, (ω) 一 lτ一.OJ~ ch, (4a) 
;W Jo :r- w-

a" (w) =-~υ[飞鸟 d8J (4b) 
~ JO r 一ωl

其中符号 P表示柯西积分主值。令 α(ω) =ln 俨 (ω) ，利用。)、 (2)式得

依照 (4町的关系

ω=专 lnR(ω〉忡。(ω) ， (5) 

fJ(ω)- 一旦 p厂 ]nR刨出。 (6)
Jo ~一ω2

(6)式给出了反射面位相色散与反射率谱的函数关系，从这个职分变换式我们可以得出

许多有用的推论:

(1) 反射率为常数的频域对相位色散的贡献较小:

(2) 如果两个反射面的反射率谱是相似的，即两者在各种频率下的反射率的比值是常

数，则它们的相位色散是相同的:

(3) 因为被农函数的分母为 tt-w:J， 故只有当 8~ω时积分才有较大的数值，反之，

3>>ω 或 3<<ωp 积分值甚小。故即使从理论的角度看p 要求 R(ω)谱包括 ω=0 到 ω=∞的

全部频率不是完全必要的t飞当我们关心 Aω=的=ω1 区域的。(ω)时，需要有更宽频域下

的 R(w) 频，设其范围为(ω1/M)~J Nω20 对 M、 N值的估计视 R(ω) 的性质以及对。(ω〉精

度要求而定;

(4) 如果在某一颜域内 R (ω) 的变化缓慢，则其对位相色散的贡献有限，反之，在某一

频域内 R(w)有急剧的变化，则在此频域附近的。 (ω) 就较大。

(5) 在很大的频域内相比较J R(ω)具有多峰形状的反射镜，其相位鱼散数值会比

R(ω〉变化单调的反射镜大得多。

-、
数值计算方法

用快速傅里叶变换计算 Kramers-Kro nig 关系是一种可行的方法(6J 但是比较麻烦。

本文采用直接权分的办法，其中利用被积函数的特性2 略去在 s=ω 点附近极小区间内的积

升值3 并使积分步长随 Is一ωl 值的增大而急剧增大，以便提高计算的速度。 (6)式中的积分

可[.1写成

J~ 9 (s) ds = J~主忡，
其中 /(s) = 1nR(s) ;) 在 s=ω 土Jw处

f(ω-~(d) f(ω- Jw) 
g(ω-Jw) -=711 吐:-3"一白 _ 11_ /a 、"
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g(ω+b)=f(w+血。_) =--.l(ω十Jw)
(ω +LJW)ιw:A 2w.dw+ (Lfω) .1 0 

当 LIW<<ω 时， g(1ω+~)~-g(ω- .dw)， 即被积函数在 8-==ω土岛附近近似有反对称关

系，故可以认为在 ω」岛><，<ω十b 区域的积分为零，从而避开了，-=ω 处的奇点问题。

上述计算中假设反射率 R(ω〉是连续画数，这与实际相符D 由于较多的光谱仪其使用波

长 λ为变量，故 (6) 式也可表示为

9(λ)-trFPao 仍
按 (7)式作数值计算时，我们运用变步长 Jh 的梯形面积求棋方法z

&0=10-5λ《λ，

Ær= 10x 11-exp( 一 A ~:: n4 )1λα L \4xl0击 Ir-' 1..0 

0.8 [\ 

O.6l\a' 
I 从 1 开始。为处理方便，下面用 v=(ω/2π)

将计算结果的变量 L 换成相应的"，便能得到

所需的。(v) 。

为了验证这种敷值计算方法的正确性，我
0.4 

们选用

a'(v) = (1+v:l)-\ (8) 0.2 

为响应函数的实部，用我们的计算程序算出响

应函数的虚部，然后与 (8)式的积分变换(公式

4b))的解析表达式

d气，，) = v / (1+ ,,)) 0 (9) 

以函数图像的形式进行比较，结果表明我们的

直接积分方法是成功的口困 1 是所得的函数图像。

2 

AE--­HF 

nJ 
。

Fig.l Thaω皿parüon oi the 幅lculat咀

r臼Illt from Kramers-Kronig relations 

using one ∞de with the known curve 

四、计算反射镜相位色散的例子

作为例子我们选择了两种典型的反射面为研究对象，一种是涂多层介质膜的反射镜

种是涂铝膜的反射镜。两种样品的反射谱用 Perkin-Elemer 公司的 Lambda9 型光谱仪

测量，波长范围从紫外到近红外 2制Mλ ，...， 3(刷OÅ口图 2(a)和图 3(0)分别为它们的反射率
先谱曲线。从圈可以看到，介质膜在可见光的一部分披段具有高反射率的特性，但在高反射

率波段的两侧，反射率大小有周期性的起伏，这是多层介质的干涉的结果。与此相反，铝金

属膜的反射率除了在 1刷刷主附近有小小凹陷外，反射率随波长变短而单调地下降。
从本文第二节的后面的推论中可以预测，介质膜的相位色散曲线要比铝膜的复杂，介质

膜的相位色散的数值要比铝膜的大。

将圈 2(0)和困町的所示的反射率 R(，，) 数据送入 IBMj时，并运用上节所介绍的计算

程序，可以方便地得到相应的相位色散曲线，、结果示于图 2(b)和图 3(b) 0 不难看出这些曲

线与预测的结论一政:凡是 R(均有调制的地方，相位色散() (v) 都有相应的起伏。在整个波

测量的波段内，介质膜的相位变化幅度约为 2 ra.dJ 而铝膜则只有 O.8rad 左右，相差约 1个



366 光 学 学 报 8 卷

R etf' ad) 
1.0 

0.8 
0.6 

0.2 
0.6 

-0.2 
0.4 -0.6 

O.2l& 飞、 -1.0 

-1. 4 
自 ' 

。 2 4 6 8 10 12 14 。 2 4 6 8 10 12 14 
v (1014{S) JI (1014/S) 

(0) (b) 
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数量级。

从理论上的推断可知，由于 R(川的测量范围有限，因此在曲线的高频端和低频端的相

。但ad) 位3

-0.2 

-0.3 

-0.4 

4.6 4.8 5.0 咽，

存在较大的误差。但是，就飞秒(均技术而

言，感兴趣的是 600nm 附近的相位色散情况，

因为大多数产生飞秒脉冲的对撞锁模染料激光

器工作在这一波段2 在本工作中，反射率测量

范围从紫外到红外，对 6∞nm 波长而言3 最高

频率为其频率 (ν=5xl0 14/功的三倍p 最低频

率为其 1/5，故计算结果较可靠。图 ι 给出在

JI( 10 1句/S) 这一频段内的介质膜的色散曲线，实际上是图

Fig 4. 'T he r I、 川、 d:spersion of the 

dieled rie c o)ab~~ it: a region frl)ID 

yt->l I0w 灿 red spo:-ctru皿

2(b) 中的局部放大。

前面已经指出 1 Kramers-Kron ig 变挨的

积分限应为无限犬，而实验只能提供有限汁:
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的反射率数据，为了估计误差，我们以介质膜为例，取不同的积分上下限，即 400 "， 9∞ nm，

300.......12∞ nm， 240---15∞ nm， 2ω"，， 1800n阻，分别计算出 6∞nm 附近的相位色散3 上

面积分限的选择，实际是以 600n皿(5Xl0Hjs)为中心，积分的频带宽度为中心频率的 3，也

5， 6 倍 E 由计算结果看到随着倍数增加，相位的绝对值逐渐增大而趋于一有限值比我们现

在直接算出的约大 30%0

我们还计算了二种样品在 600nm 附近相位二阶导致[tf(J(的 /ÔJI匀的数值，介质膜为

1 ,..,2 x 10-篇19B， 铝膜则低两个数量级。

五、结束语

超短光脉冲技术的发展趋势是在更高的频率(UV 至 X 光)产生更短的脉冲，故在今后

的工作中，反射面的相位色散特性必须重视。本文提出的方法，即从反射面的反射率测量结

果出发p 经过J{ranoers-l(ronig 关系求出其相位色散特性，由于光谱测量技本的发展和计

算机的普遍使用，将会在实验室工作中发挥作用。
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A.bstraot 

The phaee d.ispersion of Op也也1 e1ementB p1ays an im归rlani role in tha 

genera tion a.nd 1iransmi皿ion of ul trashod pul国鼠 1n 也is pa.per we pui forwarda 

m时hod for diroo也1y ca1cula ting the phase dispersíon of r。但ootive mirrors from 

:reflectíye spootra. by using Kra.mers-Kronig relations. Taking mul也i-laye! die]ectri. 

ωating and Alωating as examples，古he me也od 坦 ana.ly朋d and diBou圈。d 比
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