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困柱面波的复惠更斯源展开

阮颖铮

提要

靠文提出一种分析注场问题的新方法一一复惠更斯醒展开洼，它用具有复敷坐标的次被原代替菁璋的次

世源，根据复射线理论求解各次被源的贡献3 并按叠加原理而柏成初被丽的场.文中讨论了二撞撞墙的这种展

开.只要适当选择展开彝量，该方法相对于严格理论解的误差不大于 1%.

关键词:复射线追踪;近轴近似;族的展开;惠更斯-一菲涅耳原理.

一、引

经典的惠更斯-一菲涅耳原理将初被源阵面(惠更斯面)上的点视为产生球面波的次被

源气从叠加这些次被源的场得到初被源的场;基尔霍夫公式是该原理的数学表达，它为披

场传播提供了一种有用的定量分析方法。但是，由于普通球面改波的非定向性叠加时，必须

对整个惠更斯面进行积分，其数值计算往往工作量很大。

本文根据复射线理论时，将次披源由实空间解析延伸到复空间，利用复射线迫踪法或

复射线近轴近似法需解各复源点的场，并叠加而得初被菁、的场。由于复源点场在实空间代

表定向辐射的聚束波，在波束轴线两旁场按高斯函数急剧减小，因而积分可局限于惠更斯面

的一小部分p 并可用有限个离散的复源点场求和来代替连续积分，这就大大简化了波场问题

的计算。

本文以自由空间各向同性线摞实例，说明上述复惠更斯源展开概念。为便于阅读，第二

节先简单介绍一下二雄复点摞场和复射线的特性，以及复射线追踪法和近铀近似法的场量

表达式。

二、复点摞场和复射线

/θ 飞
考虑二维情况，设线源位于点 S(~" y. ~ P.， 机)(万 ==0)。根据复射线理论，我们在

源点 S 处定义一"披束矢量" b， 它的模 b 称为波束宽度参量，它和 s袖的央角 α 称为波束

.指向角。为简化问题起见，这里假定 αE胁，即被束矢量 b 沿着源点坐标欠量 s 的方向。于

是，.夏点源 g 的坐标可表示为(见图 1)

或
;.....:t:.+jb OOS Cl, ;,-1/-jb血a

p，==~军工页，Re 品>0
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唱.... ,-" _ f. 0 ~.. Y. = 0 
伊:.=tg-l(宙.!i，儿伊.=~ 当_ (2b) 

1π/2 --0 i.=O 

式中上被浪号"，..，"表示与复点拥有关的复量。

，白) 连接复点源g与实观察点P(!1;， '1/)的复射线长度为
D =,..; (a:- æ.)2+ ('11 一ι户， Re n;;善。o (3) 

将(1)代入(3) 可得

n= ,.JJF- bl
- j2Db cos() 1 (。

式中 D 为实空间源点 S 到观察点 P 的距离矢量 D 的

模，。为距离矢量 D 与波束矢量 b 的夹角(见图 1) .. 
s 分别为

Fig. 1 Complex continuation D= 、I (a: - a:.)I+ (豆工在)1，
。 = cos-1 (Do! D) 

(5) 

(6) of a line 9OUl'"Ce 

这里 Do 表示距离矢量D 在波束矢量 b 上的投影。

按照复射线追踪法，在略去时间因子 e-Jwf 时，观察点 P 的场由下式给出
C 

Gcρ，伊:ιp 击，) rY /7曹 e'71D， (7) 
T , ,- -, .., v JcD 

式中j:=-2w!À 为自由空间的棚， 0- 拮为表示杨振幅的复常数， D 由 (3) 或叫

血。

根据复射线近轴近似原理，当观察点 P 离开波束轴线的距离 d满足如下关系时

t'=da ,, 

2(D~+b:J) 飞、
(8) 

P点的场可根据 Po 点的场通过近轴微扰而得，即对轴向场进行复相位和振幅的校正∞

G(ρ2 伊:ιι) ~G(ρ。，伊0;Fepι)&71dÕ (9) 

式中 P。点的轴向场 G(po， 伊0;ιFι)和复相位校正因子 JJj分别为
G 

G(向，阳品，在.) rY 1 , 'i'\ ef"岛 (10)v kDo 

LlD ';:j聋，问

式中 Do 是复点源 g 到轴上观察点凡的复射线距离， d， 为满足近轴条件(8) 的近轴距离。考
虑到此时。=-0 和 D=Do， 由 (4) 化简可得

Do'""'D。一 jb o
将 (10) 、 (11)和 (12)代入 (9) 可得复射线近铀场

(12) 

U 
i}(ρ，伊:声"ι〉 ~ehbf1-meIBhU+的。 (13)

,-.J .J k (Do - jb ) 

上式表明复点源近轴场是沿 b 方向传播的一个高斯波束，随近轴距离 d 按指数规律剧减。

根据图 1 所示几何关系可得

d=-p sin(伊-伊.) , 
Do=p 侧(伊一伊，，) - P" 

(14) 

(15) 
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f .l= ρ2 曲直2(φ 一 φs)
- 2{ [P画面一仙) -P，J .2十的。

(16) 

三、圆柱面波的复惠更斯源展开

假定线韧波源位于自由空间坐标原点，并取半径为 ρ，的圆柱披阵面为惠更斯面(见图

劫。对于各复次被源，我们作如下规定: 1) 各复点源波束矢

量 b 的模取同一实数 b(b>O); 2) 各点的披束矢量方向取为

通过该点的初始射线方向，即取披束方向角为a;=轨。这样，

各复次被源在 P 点的场可由 (7)或 (13) 式给出。 叠加所有复

点源的场，便可表示初被源在 P 点的场。

随复次波源位置而变化的坐标参量称为展开变量。上述

场的叠加即是对展开变量怖的积分。故观察点 P(ρF 伊)的场

为

y 

z 

帅，←J:~<I>(川(ρ，仰'，)帆， (17):;二JJ:2;2
式中。(ρ，阴阳〉即是由复射线追踪法 (7)或近轴近似法 (18) Huygens Wavele饱

所给出的复点源场; Ø(仙)称为复惠更斯源展开系数或权函数，通常它是展开变量的一个复

值函数，由初被源的特性所决定。显然F 对于各向同性线源，权函数是一个与伊，无关的复常

数矶，它可通过与已知的线源场渐近解相比较而得到。

根据积分渐近计算理论气 (17) 式可由孤立的一阶鞍点积分渐近地表示为(且附录 A)

O~o../~~(ρ-p， -jb)p u(p， 伊)~ d +巾白'川(1:→∞)0
'V p[bp+ j(b"+p:一ρρ，.)J

(18) 

另一方面，自由空间钱源场可由其梅林函数的渐近表达式输出为

川)~uZz 户I (胁。。 (19) 

比较 (18) 和 (19)式可得到展开系数

<1>(向) =fÞo=J.![bp+j(~千百一ρρ.)] 川'1Ip.
,--/ 'v 2π(ρ - P.- jb) (20) 

将(18)和 (20) 代入(17)式，可得复惠更斯源展开的租司分表达式(近铀近似法〉

U(PI 伊)=6，1-bp+bj(b2十 ρ?一仰~)
'v 2π(ρ-ρ，一jb)

f: 町-kbfJ +jkP (1 +t>>)oos(伊响) - jlcp.t2
] J 邸 (21)

-% ，.J豆∞s(伊-伊1，)一向一jb

式中 t2 由 (16) 式给出。

事实上，由于复点源场的聚柬特性， (21)式中的积分限可由(-吼叫改为伸一伊厘，伊+

φ'.11) ， 这里阳表示变量怖的实际展开范围，并且(21)式的积分可用求和代替，于是
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/ bρ 十j(b2 +p; 十ρ'p，，)tl. (ρz 伊) =OL1伊旷工ι工J
'v 2π(ρ -P.- jb) 

x h1:J exp [ - kbF; + jkp (1 +_-G) C08 (饵匈) ::-jkρ，π 
ttE d pω(nL1伊) -gl-jb) 

~= ρ， sin2 (饵匈)
2[(ρcos(nLl伊) _p，)2十 b勺'

8 巷

(22) 

(28) 

式中匈表示相邻的离散复点源问展开变量的增量， N_ 和 N 分别表示观察点坐标伊和展

开范围阳对强量勾的量化值

几=IN叫去+0.5)， N=INT(去十0.5)，
式中函数 INT 表示取整数运算Q

(24) 

复惠更斯摞展开法在数学上可依据信号分析中的 Gabor 展开理论郎"捕'它将一个结寇

的时间信号展开为一组不同时刻和不同频率的高斯单元信号。原则上说，只要以空间分布

代替时间变化，以复点源场分布(近轴区为高斯函数)代替高斯单元信号，便可按 Gabor 展

开法得到复惠更斯源展开，其展开系数则可用文献[9] 中的方法根据初被源在惠更斯面上的

场结构来求得。

复惠更斯源展开法在物理上可解释为若干非均匀平面波(即高斯被)的叠加阻。事实

上，在 b/~→0 和 b/λ→∞的极端情况下，复点源的高斯波束场分别化为球面被场和平面波

场2 因而复惠更斯源展开分别变为普通的惠更斯一一菲涅耳积分和平面波谱展开。

四、展开参量的选择

利用复惠更斯源展开法进行波场的计算时， (22)式中的某些自由参量应予以适当选择，

它们是: 1) 线源到观察点的距离向 2) 作为惠更斯面的初波掠阵面的曲率半径 ρ..i 3) 复点

源波束宽度参量 b; 4) 展开变量的增量匈; 5) 展开范围阳或离散复欢波源的总数2N十 1;

6) 计算机门限电平值 ao， 当复v\法源场的贡献(相对于披束轴线上的最大贡献〉小于向时，

计算机自动终止求和的循环程序。 ao 决定于所要求的计算精度，亦即容许的最大相对误

差 5

t=1 丘二旦 I xl00% (25) 
'Ur 

式中 u， 为 (19) 式结出的渐近参考解， u 为主惠更斯源展开法的计算结果。数值分析表明，

展开参量大小如选择得当， e 可不大于 1%0

五、结束语

本文根据复射线理论和惠更斯-菲涅耳原理提出一种分析波场问题的新方法一一复惠

更斯跟展开法z 并通过最简单的线源实例说明了这种展开概念。但是，展开系数的确定是一

个问题口本文采用与已知严格解比较的方法显然不适用于任意分布的初始源。这种方法的

完善还有待边一步的研究工作。
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附录

由孤立的一阶鞍点渐近计算

(17)式的识分值

对于高额场，曹、分1..17) 式可写为括最陡下降路径识分的标准形式m

式申

MELDpf(世)呵阳(ψ〉跳。叫

ψEφ-仇，

OØ(φ-ψ) 

f仲)EdfbGmψ-p.-jb'
q(ψ) ==b(1-的 +j(p帽ψ -P.) (1+的 p

ρ --~P'画且'ψ -
2[ωωψ-ρ川+/)2.

F、分 (A1)的一阶渐近近似值可根据其一阶孤立鞍点结出[1]:

l(k).....J ，-:;，轧f(冉)呵[kq(州，加叫
V 均11 Crþ.) 

式中黯点仇由空'(，ψ)~坐监2..=0 确定 q"(ψ)"'" ♂q(ψ〉 |vh; 将 (A4:)对ψ求导最可a;p- -.，..，~， '1. \T- 一百7

得 旷忡忡-b(却瑟)+j阳ψ-向)但毒)-州的p血户。.

另一方面，将(A5)两边对ψ求导鼓可得

ðt旦E庐血φmψ[(p C08ψ-向)斗的+川血2ψ(pecaψ-p.)
[(ρG叫-向)~+町'

=川血伊捕时ω明ψ-ρ.)~+b叮 +ρ'血2ψ (p ecaψ -P.)
[(Pooøψ-叫~+町'

将他的代入。7)式，发现各项均包含有因子血讲，因此满足(A7) 式的桂点条件为

在鞍点 ψ，.-0 址，有

画且"'.-0， !t.仇-0， φ-tp..

q(O) -b+j(P-向)，

oØ(φ) 
1(0)- ../k (p -p.-jb) , 
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(Al) 

(A2) 

(A3) 

(A的

(A5) 

(A6) 

(A1) 

(A8) 

(A9) 

(AI0) 

(A l1) 

bp+j(1fJ+ρ，~-p，岛、
rf'(O)--ρ(A四)

(P_p.)2+~ 

(A 口)中!11(时代表观察点所在方向的扭函数值.根据巳如初醒摞的对称性，有 ø(的 -IP(惧。-Øo将 (A 1町、

'{Ä且〉和 (A12)代人(A6)即可得第三节中的积分渐近表达式(18).
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Abstract 

A new m的hod for a丑alysÏS and evaluation of wave fi.elds, complex: Huyge卫S

wavel创 e.xpansion， iS presen如d ， w hich replaces 古he coven古iona1 Huygens wavel的 bya

secondary SQurce with complex c∞rdinates， evaluateB尬。fÌeld from each waveleh by 

complex: ray tbeory, and superp佣e8 the individual con仕ibutions to cona古ruct 也he

wave且eld fro.皿 the primary source. rrhe 皿e也hod of 也is e:x:pansion 国 i11田古rawd. In 

compar坦on with exac古 ~eference solution，也e error of the 皿e也od i8 1e倒也an 1% , 

provided 七hat 也he expansion para皿eters are properly chosen. 

Keywords: c世nplex ray 由racing; paraxial approxi皿ation; wave expansion;huygens' 

principle. 

00 the co:皿plex Huygans expansion for cylindrical wavelet8 • 

• 


