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提要

=在女提出一套用于分析任意介质光波导的等参元算法，它基于严格的 Es-H， 变分公式，果用八节点
酷迫四边形单元，这种类型的等参元分析法尤其适用于研究各种具有曲边边界的复杂光技导和光被导器

件.作为例子，文中把这一方法用于分析阶跃型光纤，渐变型竭纤、各嗣同佳以及各向异佳光纤辑合辑.

关键词:光技导，等参元分析洁3 光纤搞合器。

一、引

八十年代以来p 出现了各种各样复杂的光波导结构(均匀与非均匀，各向同性与各向异

性结构等)，精确求解这些复杂光波导的电磁场边值问题，变得越来越重要。任意光波导的

复杂性通常难以得到精确的解析解p 需要采用数值方法。早在 1975 年 Yeh 等人即就提出

有限元法其通用性和精确性是其它方法所难以比拟的。

有限元法就是从变分原理出发，通过分区插值，把二次泛函的极值问题转化为一组多元

钱性代数方程来求解。本文作者首先从麦克斯韦方程出发y 推导了三种形式不同的严格的

Eø-Hø 变分公式，其中二种是我们推导的。然后作有限元近似，把场域用一个个单元离散。

文献 [1]用的是线性单元，文献 [2J则用高阶插值多项式。这些单元只适合于三角形或矩形

等直边光波导，不能比较理想地拟合复杂的曲边边界，如光纤以及由光纤构成的器件口为了

g 以较少的单元得到较高的精度和比较理想地拟合复杂的

s 曲边边界，可以选择等参数单元(简称等参元)。等参数

1 3 

单元对任意形状光波导可作出严密的近似，大大减小了

模拟几何形状而产生的误差，从而不需要在边界上使用

细小的网格来减小误差。不论是从计算经济性还是从结

果精度来看p 二次等参元被认为是比较理想的。最近文

s 献[句报导了六点曲边三角单元在光波导中的应用。本
Fig. 1. Eight-node curve-sided 文作者采用了图 1 所示的八节点曲边四边形等参元，这

quadrilateral e1巳皿ent
种精巧的单元以前还没有用于光波导研究。文中还对阶

跃型光纤，渐变型光纤，光纤糯合器(包括各向同性与各向异性〉等进行了分析。

二、基本原理

1. Eø-Hø 变分公式

收稿日期 1986 年 9 月 8 日;收到修改稿日期: 1986 年 11 月 27 日
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考虑任意介质光波导，如图 2 所示。其中岛、叫、均是光波导主轴折射率。假寇电磁场
随时间变化形式为 exp(归功，则元源麦克斯韦方程为

"V xE= -kùμ'oH， (1) 

"V xH =归εo[n2JE， (2) 镜

式中 ω 是角频率， (;0、 μ0 分别是真空中介电常数和磁 ~J~ 导率。[饥2J是主折射率张量，其矩阵形式为 Fig. 2 Arbitrary optical 'WavegUlde' 

n; 0 0 

[驰2J = 10 励; 0 1, (3} 

o 0 n; 
由麦克斯韦方程出发3 导出了三种形式不同的严格的 Eø-H" 变分表述

F=rr~τ(θ叫E+τ(~φY 十切 θ非2 十切 (~1jJ ya 十 Q~ ~tþ ~非、J J l"PIf \百) Tllp.\ i百/ 气。~} 叭句) ., "'lø ðtD Ô Y 
-Qt'去尝-r(cþ叮叮的)电
r 2ß27í'~~ 对形式 1

Q.国~ 2饥3τ灿 对形式 2 (4) 

l (β2十 n;) τfI.， 对形式 3

r2庐TW' 对形式 1

Q，=~ 2倪:旬， 对形式 2

l (，82十吨〉τ坷， 对形式 8

式中:β， ß= (β/k)分别为传播常数和规一化传播常数;k=(ω/0) 为真空中波数 c 为真空

中光速; cþ=H. 为纵向磁场:中=β-1 (EO/μ。)1/2E. 为纵向电场; r=p(1-ß町， τflC= [(，8~ 

-1) / (ß2-n;)J ， τ仰= [ (,82 -1.) / (132 - n;汀 ， W"， =ß2τp"，吨，切，=ß2τ阳吨。形式 1 是文献 [2J

的结果，形式 2， 8 是我们推导的结果。泛函 (4)式的自然边界条件就是光波导的电磁场边

界条件。

2. 有限元公式

把场域用图 1 所示八节点曲边四边形等参元离散。在每个单元上构造插值函数，单元

e 中任意点处的场强铲怡， y) ， 中e怡J Y)用单元节点处场强表示为

扩(x， :1/) 出军Nj悔， 中e(m3F)EENAJ

式中 NJ --庭单元形状函数，其佳i为四

r(1/4) (1+eo) (1十句。) (~o十勾。一 1) ， i=l, 3, 5, 71 
N， (ç， 勾) =~ (1/2) (l-e) (1+句。)， gi=O è=2, 6 r 

l (1/2) (l+eρ(1一η勺， 7], =0 i=4, 8 J 

(5) 

(6) 

~O=~~i， η0=ηηt， (7) 

式中 5、勾表示单元局部坐标， gt... 7]i 表示单元节点 4 的局部坐标p 其可用行矩阵表示成

[~dT = [e1, e2, … J esJ=[-l 0 1110 -1 -1J , 
~ (8) 

fη，J 7'= [η1， η2，…， η'sJ = [ -1 -1 -1 0 1 1 1 OJ ø J 

经有限元离散后，总能量泛函就离散为
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F=XTAX -rXTBX, (9) 
于是变分问题就转化为多元函数的极值问题。根据泛函的稳定性质，经过求导便可得到有

限元方程为
Ax=rBX , (lO) 

式中:A 是对称、稀疏、带状矩阵 B 是对称:正定、稀疏、带状矩阵;X 是由节点场强组成的

列阵。

3. 算法

经过有限元离散后，原来光波导电磁场的特征值问题就变成由有限元方程。0)式所描

述的广义特征值问题。由于场延伸到无穷远，这给矩阵 A、 B 的形成带来困难。解决这个

难题有三种方法Emo 本文采用在足够远的地方强加虚边界(E.-H.==O) 条件的方法。 (10)

式求解用广义 Givens 法(二分法)。不把方程 (10)变换到标准特征值问题，而直接判别由

lAr-rBrf , (r=O, 1， 21'…1' 2时构成的创urm 序列的符号，用二分法隔离根，然后用逆迭
代求场值同时用瑞利商使特征值精确化。数值积分用高斯求积法，在高斯点处输出场强值，

用线性插值法计算等位线。遗憾的是，这种矢量波有限元方法在计算结果中会出现假模式，
在计算高阶模时要区别非物理模与物理模的确非常难p 但对于最低阶的几个模式，可通过观

察场形3 等位线、色散曲线等以判别物理模与非物理模。因为通常物理模是简单的正弦振荡

和指数曲线，等位线很光滑;而非物理模则不是这样。在泛函件)式中，当 ß=饥s 时， τ"→
∞戎 ß=nJl 时pτw→∞，所以在计算中应避开这些奇点。

三、例子

1. 阶跃型先纤

对于各向同性光纤p 泛函 (4)式可进一步简化，只要令向E饥，，=n:lj 即可。阶跃型光纤的

折射率剖面如图 8 所示p 已有许多光波导著作详细讨论了这种光纤的严格解析解。作为例
子， 我们选择芯层折射率flI1.....1. 50， 包层折射率均=1.0。根据电磁场对称性，只需考虑

四分之一的场域p 从而大大减小了计算量和所需的计算机内存容量。采用上面分析的等参
元有限元方法，按图 4 所示方式剖分，总共用 68 个单元、 255 个节点离散这四分之一场域。

1 n(η 
•----, "1 

I J 句

。 G

Fig 3 Profile of the step 

index :fiber 

"2 

111 

Fig. 4 Discretized cross section of 

optical flber 
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上节分析中己提到，采用在足够远的地方强加虚边界条件的方法可以把无界问题化为有界

问题来处理。通过计算证实，当虚边界(E， =H.=O) 的位置选取在 (Rjα) =30 和 (R/α) =55 

处时p 所得的计算结果几乎相同。其中 R= v'Z耳歹， α 是纤芯半径。即当 (R/α)>30 时，
虚边界位置对计算结果的影响可以忽略不计。

表 1 给出了阶跃型光纤 lIEll 模的有限元计算结果F 表中 1， II、 III 分别相应于由三

种不同的 E，-H， 变分公式所求出的结果。由此可见，对不同形式的泛函，所求得的归一化

频率的值在小数点后第四、五位才有区别3 因而三种形式之间的相对误差仅为 10-6~10-::

数量级。在实际计算中，可用这三种形式变分公式中的任一形式。由表 1 也可看出3 等参元

结果与精确解相比，相对误差大约是 10-3 数量级。

Table 1 Comparison oÎ coIIlputed results from three Îunctional Îorms 

ka 
β error 

from 工 from II from III precision solution 

1.10 1.503080 1.503074 1.503078 1.510383 4.8X 10-3 

1.35 3.019324 3.019175 3.019187 3.028590 3 ,OX 10-3 

1 .48 9.24442韭 9.244414 9.2韭4492 9 .222240 2.4X 10-3 

图 6 是阶跃型光纤的色散特性曲线，图 6 是纵向磁场 H， 等位线图，其中相邻等位线之

间位差 iJH. 相等。等位线越靠外，其数值越小。因而图 6 中 b 等位线 H， 的数值比 α 等位

线的 H， 数值大 2LJH:o
d f ν

'
r
 

1

2 3 

E 

1 

zja: 

l.4 
2 

,1.2 

a 
二-L- ka 

10 . 
1 

012 

Fig. 5 Dispersion charac也ristics of HEu Fig. 6 Field plot of HEl1皿ode in step-index 

mode of stβp index fiber fiber (H. fi.eld) with 画=1.10

-

2. 渐变型光纤

对渐变型光纤而言，至今尚无严格解。而只有许多近似法研究这种波导。本文将把等

参元分析结果与预测校正法结果(5J相比较。通常这种类型光纤都是因对称的，由于它是一

维问题y 二维等参元分析实际上是不需要的，这里的分析仅讨论等参元分析的精确性，有效

性e

·本文备等位线图都具有这一性质.
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为便于进行比较起见p采用文献 [5J 中的抛物型折射率剖面p 且具体数值也一致，即光纤

芯层中心折射率9'b! -= 1. 53 J 包层折射率 '1'ba=-1. 50， 包层外折射率均=1.0，包层半径与芯层

半径之比为 1.250 仍用 68 个单元I 255 个节点离散四分之一场域。从图 7(α〉、 (b) 可见，

等参元结果与预测校正法结果吻合很好。图 8 是纵向电场等位线图。通常我们还需知道电

磁场幅度的大小，图 9 是纵向电场(E.jE".) 与径向位置(俨/的的关系曲线，点线是等参元结

果，实线是?它法结果。从图中可以看出，只需较少的单元p 二者就符合得较好了。

P 1.5l~ 

1.4 \::7 1 ‘ 3 
1.5 

- P-CM. 
• IEM 
-p呐cM

1.51r f 

1.0|/ h 

2:5 5.0 
h 

o ' 1.50 t 

(b) 

Dispersion characteristics of HEl1 mode in the fiber 

with parabolic index pro直le

a) ∞re mode; b) cladding mode 

1I/Q 

a 

' 

Z/Q 

1 , 2 

Fig. 8 Field plot of HEl1 mode in parabolic-index 

tiber(E: :ßeld) with ß=1.30 

3. 光纤辑合器

E,/E. 
1.0 

0.5 

Fig. 9 Ez/Em vs r /αof HEll mode in 
pal'abolic-index fiber with ß=1.30 

首先考虑→个比较简单的单模光纤祸合器。在该糯合器中，二根折射率均为咆的纤芯
互相接触，被延伸到无穷远的折射率为归的媒质所包围。把光纤糯合器看作一个复合光波
导，其中模式可分成四种p 它们依赖于纵向电磁场的对称性。模式用符号 HE:轧岛表示第饨
阶模p 实际上我们只对侃=1 的情形感兴趣。 4、 j 分别是 e 和刑的组合I tb 位置表示在 g 铀
上J j 则表示在 y 轴上。 e 表示电壁，饥表示磁壁。糯合效应是由复合光泼导中模式的节拍

现象产生的。

用 90 个单元 321 个节点离散场域，剖分方式如图 10 所示，取'1lr.1....1. 50085， '1'b2=1. 50, 

ð= [1- (向/饥)2] 。 δ 的数量级为 10-82 可以认为 δ→O~ 为了比较的目的，参数间作了换算.
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, 

Fig. 10 Discl'etized CrOS3 section 

of fìber coupler 

, 

y/α 
4r一

2 

o 2 4 6 

xfa 

Fig. 11 Field plot of HE~e mode 

in isotropic optical fiber coupler 

(E. field) with .8=1. 50059 

对于 HEf模飞在 V=3.5 处， u=1. 9282} 其中

。 =kα "j ni-~ ， u=加"jni-言言 (11)
与用圆谐函数展开法m算得的结果 u=1.9341 比较p 相对误差为 8Xl0-8o 图 11 是 ß=-

1.50059 时 HEf模纵向电场 E. 等位线图，图 121 13 则是再=1.5001 时 HETB 和 HE1m模

的纵向电场 E. 等位线图。由国 6、 8、 11 .....， 18 可以形象地看出光纤与光纤辑合器中电磁场

的分布。当 R 大时，等位线比较集中在芯区p 即能量在芯区较多;反之当 B 小时p 等位钱延
伸到包层较远的地方，说明包层中有比较多的能量。

Y/Q . 

4 
cl/a~主 i

2 

---1 
,0 2 4 6 

Fig. 12 Field plot of 丑E;"e mode in isotropic 

optical fiber coupler (Ez 直βld) with ß=1. 5001 

2 4 

Fig. 13 Field plot of HE俨 mode in isotropie 

fiber coupler (Ez field) with .8=1.5001 

由图 12， 13 可见，当二光纤纤芯互相接触时，芯层中许多场延伸到祸合区，场形已不同

于孤立时单根光纤的场形，因此基于孤立时单根光纤场的各种近似法将变得不再适用。

最后p 考虑如图 14 所示的各向异性光纤藕合器，其中伪，，='1b4'O 这种类型辑合器可由高

双折射光纤构成。选择芯层折射率均1=1. 4585, ng1 =1. 4579， 芯层外面无限大包层的折

射率均2=1 .455} 叫2= 1. 4548} =fftJ分方式与图 12 相同。为了求复合光波导搞合区传输模的

色散关系，归一化频率如中的 α 就取为单根光纤的纤芯半径。图 15 是复合光波导最低阶

四个模色散特性曲线，其中 (d/α) =40 图 16(α) 、 (b) 分别是(d/的 =4 和 (d/的 =2 时 HEtl1l

·即文献[6]中的乌模.
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' _n. 
---nj/ 

/飞t八 of飞
\ "';--\.J 

Fig. 14 Coupler structure aud 

iudex-profì.le of anisotropic 

optical fib盯

vjα djα=t4 ~ 

2 

2 4 6 

(α〉

在

1.4680 

1.4575 

1.4570 

1.4565 

1.4555 

60 80 

Fíg. 15 Dispersiou characteristics of the 

在rst four modes in anisotropic 

optical fiber coupler 

。

(b) 

k西

Fig. 16 Field plçrt of HE'1刑 ill)de ín anisotropic optical fiber coupler (E" field) wíth ß = 1.4555 

(a) ford/a=4 and (b) ford/a=2 

模鸟的等位线图(卢=1.4555) 。从图 16(的可见，但/的 =4 时，二光纤纤芯之间距离校远，

场主要集中在芯层，与孤立时单根光纤的场形极为相似。当 (dj的 =2 时y 从图 16(b) 可见，

此时大部分场还是集中在芯层s 但也有部分场延伸到祸合区3 这描述了边哀场之间的搞合。

囚怡 、人
、 z日 ll~

本文用等参元方法分析了阶跃型光纤、渐变型光纤及光祸祸合器。结果表明J 等参元方

法能以较少的单元得到较高的精度p 与其它各种精度较高的方法相比较p 相对误差为 10-8

数量级。这种精度己能满足一般的工程设计计算。若需要更高的精度，则可通过增加剖分

单元的数目来达到。

本文描述的等参元法能精确求解任意截面形状的各向同性或各向异性光波导的传播特

性场分布等。因此这一方法特别适用于研究各种解折法难以解决的复杂光披导问题以及研

究由这些复杂光波导组成的器件的特性。
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lsoparametric element analysis of optical waveguides 
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(Instit仰旷 Opt仰Z Fiber Oommt川cat仰， .8hanghai U n归。州ty 旷 sc仿'!IOe α.nà Teclmology) 

(Re巳eived 8 Septemb町 1986; revised 27 Novemher 1985 

Abstract 

An isopara~e忧ic elemen11 m的hod for 古he analysis of arbitrary dielectric optical 

wa vefuides iS described. 'rhis 也chníque is based on 也he rigorous Eø-H" varia也0丑al

formulation. The eight-node curve-sided quadrilateral elomen也 has been used. This 

ηpe of isoparame忧icelemen古坦 epecially suited 怕也e study of the complex Op也ical

wa veguides a丑d Op古ical waveguide deviceS wi古h curved bou丑daries. As numericaI 

examples，古he 的ep-index fiber，古he graded-旭dex fiber，他。 丽的ropic fiber coupler and. 

aniso也ropic fi.ber coupler have been 时udied i丑古hiS paper. 

Xey W ords: optical waveguide: iSoparametric element m'的hod; 自ber conpler. 




