
第 7卷第 6 期

1987 年 6 月

光学学报
AOT A OPI'IOA SINIOA 

Vo l. 7, No. 6 

June, 1987 

矩形芯介质披导色散关系及定向搞合器

搞合长度的加权余量法计算

余守宪
方交通大学应用数理系〉

提要

本文用加权余量法导出了用以计算各种条形介质波导色散关系，矩形芯双目道相合器辑合长度以及

条载型技导色散关系的数学表达式，其精确度较其它近似方法高，且简便易行.
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一、引

矩形芯介质波导与定向糯合器是介质光波导器件的重要组成部分p 在实际集成光路中

有广泛应用c飞本文作者及其合作者曾在文献 [2) 句中介绍了求解上述波导器件模式特性

的微扰法和变分法，加权余量法(Weigh也ed residnal m的hod) 简写为 WRM户.5J 已被用于

求解电磁场本征值问题，但通常仅限于数值计算。本文用加权余量法推导出各种矩形芯介

质波导色散关系和双沟道定向藕合器糯合长度的表达式。其结果比 M盯倒回iC6l 法和有效介
电常数法C7J 精确得多，除在截止区附近外，与精确的计算机数值解法结果相符。

二、条形介质波导

条形介质波导如图 1所示的波导结构。 (a) 7to ='lüs =向即埋入型:

型 (c) rz.a -no 即凸条型。

考虑图 2所示的条形介质波导。用

非(a;， 'Y, z, t)表示横向电场分量 E~ 或 EV0 设

中(匀J 'Y， 多，吵'中 (Qi， 'lJ) exp [ j (βz-ωt) ] J 
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Fig. 1 Cros呈-section of s忧ip waveguide Fig . 2 Cross-section of strip waveguíde 
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并定义归一化考量 V1 =ako(~i _~~)1/2， Vfj= bko(吨 _~Dl/2 与 p2= (β2-~~k~) / (~寄:-ni)砖，

其中 ko=(ω10)。将坐标尺度扩大到 ko(饥i-~D1/2 倍，则场方程为

E中(x， v) =p2中(句， y) , (2) 

其中算符 H定义为

r 1, Ixl <V1, Ivl < V 2 

θ2 ♂ |AL U〉γ2
H = :: n' 十-←T十〈

U旷 ôy:.1
• 

I 0, y < - V!J 

1-43p|ω1 >V1, 1y[ >V, 

(3) 

AI=42:， 432埠2:，
~i - 9ù2 

. 
7hï - 7hZ 

在标量近似下中(侈， ν) 和 V中 (x， 自)在必= 土V1 及 y = 土V2 处连续。

(4) 

场方程 (2)及边界条件

构成了条形介质波导导模的本征值问题。

对于 Ixl<V1 的区域，寻求场分布函数取下列形式

中 (x， y) =X(X)Y (到)，

的解。将 (5)式代入方程 (2) ，容易求得

以上各式中

X (x) =ACOS(alX一 δ1) ， l x l<V1

r COS[a2(V!l -YO) -02]e-'YI (Y-V飞 y>V2
y (y) =B~ ûOS [.α2(Y-YO) -02J , lyl <V2 

t cos [aJ (V 2 + Yo) + OsJ eP.( l'+ Vρ， y<-Va 

αî =p~_p2， a~=l-P~， 说 =p~十L1õ，
~ ,,$ 

01= (刑 -1) 号， Õ2= (ω-1) 2) (例， 7h =1, 2, S,…) J 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

P2 值及 'Yo 值可由边界条件寇出，正整数例， n 为 Em1l 模的下标。 (6) 、 (7)式中略去了 X(功

与 Y(y)的下标记号叫弛。由 Y= 土V2 处的连续性条件得到

也an [α且 (V2 -Yo) -ð2J =γ，iα2， 1 
切n[a2(V;.J +YO) +02J =P21的， J 

于是 Pa 及'!Jo 可由以下两式解得:

2α;!lV2 = aro切n ..L主 +arcta~ p旦，
αgα2 

2α2YO=arotan孕 -a时an 手。
1A'2 ""2 

(9) 

(10) 

(11) 

应指出， Y('!J) 其实就是三层平板波导导模的场分布函数，月则为相应的传播常数，而
相应的本征值方程为z

:It/Y =P2Y, (12) 

r - LÍ3, y> V S , 

中式算符 I-If)=丢+11， Iyl <V2, 
νl 0，自< -- V 2J 

对于 læl>V1 的区域，我们不能求出形如何)式而且同时满足场方程与边界条件的精确



54ô 光 学 革玲

一 报 7 卷

解。按照加权余量法E岳， 5J 的思路p 寻求满足边界条件但不满足场方程的近似解。为使近似
解中(x， y) 尽量逼近精确解p 令近似解在加权余量法的意义下满足场方程，也就是说，使近似
解的余量(H _P2)tþ(X, y) 的加权平均值等于零p 由此求得近似解所满足的方程。这里p 取
由 (7)式给出的 Y(y) 为权函数(其物理意义是明显的F 场强大处权重大)，令 Y(y) 与余量的

乘积在由 y= 一∞到 'Y= +∞的整个区间内的积分等于零:

J:= Y (y) (H - P2)tþ(X， 州=0， (13) 

这里，我们设中(ø， y) 可以写成 (5)式的形式，其中 Y(y) 由 (7) 式给出p 而 (13) 式则给出

X(x)所满足的微分方程。于是，在 Ixl~V1 区， X(x)应满足的微分方程为:

X气ø) 一τ2X(ø) =0, (14) 

其中
τ2=p2_P~+Kß， 

KEE(1+4> I11
11十12十 13 J ‘| 

1 1 = f二 y2句p I221Y且句p IBzj::YB句。 j

进行积分计算利用本征锺方程 (8) 、 (9)，即得

2V'l十且十寸芋7且 2 I 1+ j:~ 
K2= (1+ L1~) 

1 . 1 
2V2十 ---r;-十一-

.1:'2γs 

(15) 

(16) 

(17) 

由微分方程 (14)解得

X(x) =cexp[一τ(lxJ-V1汀 /xJ >V1 (18飞

由 Ix/ =V1 她 X(x)及 X'但〉连续的条件得到本征值方程

tan(v' P~-P言V1-Ö;1) = v'K2~p~十pS o (19>
、/ p~_p2 

于是，导模的色散关系即可由本征值方程 (10)及 (19)求得，而场分布函数则由 (5) r-J (7)式和

(18) 式给出。

作为特例p 对于埋入型，镶入式及凸条型波导，在计算 K 值所用的 (17)式中应分别取:

LlÕ = Ll~ = 0, Ll5 =0 及Llg = Ll~手。。对于埋入型披导，我们得到

Table 1 p2 for Ell mode of buried strip (b/α=0.的

XL 1.6 1.8 2.0 2.2 2 .4 2.6 2.8 3.0 

Marcatili 0.011 0.106 0.189 0.261 0.325 0.382 。.433 0 .476 

月. D. O. 0.15 .5 0.210 0.265 0.318 υ.368 0 .414 O. 韭56 0.495 

PerLurbaljoll 0.077 0.151 0.220 。 .28韭 。 .342 0.394 O. 岳40 。 .48ö

W. R. M. ο .095 0.162 0.227 0.2Fl8 0.344 0.395 。 .442 0.48岳

Goe11 . 0.120 0.180 0.240 0.300 0.350 0.400 0 .450 0 .490 
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τ2=p2_P~+K2=p2+ P2V2(1-PD o (20) 
P2V2十 1

这一结果与 Payne[8J 用严格理论导出的一级近似表达式(文献 [8] 中的 (35)式)相同p 但用本

法导出则远为简捷。

表 1、表 2 及表 3 分别给出各种近似方法计算结果的比较。由表可见，用本文采用的加
权余量法(简写为 WRM)计算所得结果与精确的 Goell 圆谐函数法或 Yeh 等的有限元法剧

的结果较好地吻合(所引各法可参考文献 t刀、 [2J) 。

Table 2 p2 for E 21 mode of bnried strip (b / a = 0.5) 

Table 3 p2 for E l1 mode of embedded strip 

。/α =0.5， nl=1 .45, n2= 1. 50 , no=l, see C. Yeh et 副[9])

\\J1|2l22|23|ui26|28130 
FE\\ 

Marcatil川一ω39 厂币)-9-1 0.103 1 山 0.223 0.291 0.351 

P己rturbation I - 0.002 。 .084 O.12J 0.163 0.235 0.300 0.358 

W. R. M. υ.α)6 0. Uc'ì8 0.J27 0.165 0.236 0.300 。 .358

。. Yeh 0.010 0.082 0.126 0.165 0.230 0.290 0.360 

一-、
矩形芯双沟道走向糯合器

考虑如图 8 所示的矩形芯双沟道远向藕合器，波导边长分别为 2α、 2b， 两波导之间的

问隔为 2ao 仿前，定义归一化参量 V1=ako Cni-onD1/2， Vs=bko(onî 一'1li~)1/ l!， V S =cko( '1lii
nDl/2, p2=(β2-dk3)/(ni-d)k33 并将坐标尺扩大到 ko(oni - onÜ1/2 倍，则场方程为

式中算符 E 的定义为:

E中怡， y) =p2中 (æ， y) , 

ô2 θ2

一一~+←::.9. - Lfð， 自>V2ôx2 . ôy".d 

θ2 . ô2 
H=~一一+ ~.2 +1, Iyl <凡， Vs<lxl<几十2V18a;2 . ôy2 

ô2 θ2 
一丁十 -~.2' y<V2, 1 æ 1 <V3 and I 叫 >VIl 斗 2V~ôx2 . 8y 
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J〈工少\_. J./大\，
Fig. 3 Dielectric coupler consisting of two parallel channel waveguides 

为求得糯合长度 L， 我们采用场型分析法，分别求出对称模式和反对称模式的归一化传播
常数P! 与 PEE21，然后用下式计算.

IJE(PJf34vfo(21) 

由对称性，可以只考虑图 3 中的右半平面 (ø>O 区)。借用前面导出的失于镶入型披导
有关公式，可求得以下结果(为简便计，只考虑最低阶模式):

(1) 在 Va<必<Va十2V1 区3 场分布函数中(æ， y) =X (ø)Y (y) 为

X(ø) =Acos[，αl(Ø- V 3 - V1-Øo汀，

r cos(CX.\lV!l 一 α且yo) e-γω-V飞 y>V:J

y ('11) = B~ cω (αεy←吨的)， lyl<V2 

l cos(α~;.JV!l十 α'J'!Io)øP山十V飞 Y<-V2
而由 Y' ('11) 在 '11= 土V2 处的连续性可得 P2 及的仍满足方程 (10) 、 (11) 0 

(2) 在必>Va+2V1 区及 0<必<Vs 区，场分布函数中(ø， y) =X(x)Y(y) 中 Y(y)仍由
上式给出，而 X(ø)则分别由以下两式给出:

X(ø) =Ae-τC 必>V3+2V1
X(ø) =B(e-τC+Qen) ， ø<V8 

其中 Q= 土 1 分别对应于对称场型与反对称场型， τ值由 (15) 、 (17)式给出(取 Jã=O)。于
是，由 X (a;) 及 X'但)在 a; =Vs 及 x=V3+2V1 处的连续性可以求出

2αlV1 = 缸。毛an{ 一旦切)+缸ctan(~ t 
飞α1\αl r

2叫=缸ctan(云切)一町的叫去)， (22) 

切=== (13审Va_Qe-"Va) / (13τVa+Qe-"Va) J 

由以上公式求得 P~(Q= 十 1)及 P=-(Q= -1) ， 即可由 (21)式求得糯合长度。表 4 是与其它
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Table 4 Coupling length L as function of waveguide separation 

V 1 =0. 8aw 

孟之 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 

Marcati1i 1.10 1..49 1.89 2.28 2.67 3.06 3 , 45 3.84 

PerturbatioD 1.06 1 .40 1.75 2.11 2 .47 2.83 3.19 3.55 

W. R. M. 1.06 1.39 1.73 2.06 2.40 2.73 3.07 3 .40 

γariational 1.04 1.38 1.75 2.04 2.3B 2.73 3.06 3.36 

V1 =rm 

1、唔、L、P、 ßa
2

: 马飞!a飞\ 0.2 。 .4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 

Marcatili 1.21 1.72 2.22 2.73 3.24 3.74 4.25 4.75 

PerlurbatioD 1.71 1.64 2.11 2.58 3.05 3.53 4 , 01 4 .49 

W. R. M. 1.16 1.62 2.08 2.54 3.00 3 .46 3.92 4.33 

Variational 1.16 1.58 2.04 2.49 2.9岳 3.36 3.86 4.26 

方法计算结果的一个实例比较，可见a本法所得结果优于 Marca础法的结果，与变分法[8J 的

结果相符，但本法较变分法简便.

唱主 四、条载型波导

用与条型介质波导相类似的方法可以分析如图 4所示的条载型波导，这里，采用的权函

数 Y(y) 是四层平板波导(折射率各为'"'0， na, '/'Li, !l1J2) 的场分布函数。为简便起见，我们不再

列出有关推算及所导出的公式，仅在此给出用加权余量法计算的结果与 Marcatili 法及 Yeh

等用有限元法计算的结果的比较，由表 5 可见p 在此实例中，本法结果与有限元法的结果相

衍，在近截止区，本法结果比 Marcatili 法的结果精确。

.
丁
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Fig.4 Strip-loaded waveguide (何î=2.5， n~=n~=2.375， no=l 

-113 

。 ' 

α =2b， b=c, from C. Yeh et al[gJ) 



550 

气\之
Marcatili 

W. R. M. 

Finite Element 

光 学 学 报

Table 5 Dispersion relation for E 皿ode of strip waveguide 

(ni=2.5，说=吨=2.175， no=l ， α =2b ， b= e, see C. YehCQ1 ) 

1.3 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 

0.131 0.169 0.267 0.3主3 0.406 0.458 0.505 

0.139 0.188 0.274 0.347 0.408 0.461 0.506 

0.150 0.195 0.280 0.350 0.415 0.46韭 0.510 

五、结论

7 卷

2.6 2.8 

0.544 0.580 

0.546 。 .580

0.548 0.580 

通过上面对于条形介质波导、条载型波导以及双沟道定向糯合器的分析和计算结果与

其它方法结果之比较，可以看出，本文采用的加权余量法，不仅比 Mar倒也ili 法有效介电常

数法等其它近似方法精确p 与精确的计算机数值解较好地吻合p而且所导出的数学表达式比

较简单，只须借助袖珍计算机求解一些简单的超越方程，便于设计工作者采用。由各数学表

达式的推导过程可以看到，本文所采用的加权余量法可以向其它矩形芯波导结构推广，例如

推广到折射率渐变、各向异性媒质和周期波导等等。有关结果拟另文报道。
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Calculations of dispersion for Rectangular-core dielectric 

waveguides and of coupIing Iength for directional 

couplers by weighted Residual method. 

SHE SHOUXIAN 

(Departm耐旷 Applied M athemat阳 anà Physi饵， N旷t加rnJiωtongU则ers句， Beij饥:g)

(Received 18 August 1986; revised 26 September 1986) 

Abstract 

In this paper, using 也e weigh击。d residual method (WRM) , we derive 

m时hematical formulas for calcnl的ion of dispersion charac也eri的iics and field 

di的ribntions of gUided modes of 也e strip dielec忧ic waveguides and 的rip-loaded

dielectric waveguides, and formulas for calcul的ion of conpling length of rec主angnlar

core dual channel direc古ional conplers. The derived formnlas are simple and easy 古o

use, and 古he resul也s are more accura古e than 也hose of 0也er approximate analysis. 

Xey Words: waveguide; dispersion; direetional coup1eri weighted residucal method. 
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