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提要

东文讨论了希尔伯特空间中有限区域成像积分算子的本伍值和本征函数2 研究了非对称核的情形，并

用微扰和有限秩方法计算了衍射受限和离京情况下的木征值和本征函数。

羔链词:希尔伯特主间物限域i 成像和分算子谱。

→引

许多作者讨论过有限区域成像积分算子的本征值和本征函数p 并用它们来评价钱性光

学系统的成像质量p 研究本征值与成像自由度、光学系统信道容量的关系[1^'7J。但所讨论的

成像系统限于衍射受限系统p 对于像差光学系统及普遍情况下非对称核积分算于没有详细

研究。

本文以希尔伯特空间中自伴算子的谱理论为基础3 讨论了有限区域成像积分算子的本

征值和本征函数的一般理论p 研究了非对称核积分算子，这正是光学系统具有彗差、像散等

非对称像差的情形。作者用微扰论的方法p 求出了本征方程的普遍解J 并用有限秩方法计算

了若干低阶本征值和本征函数的近似值。

二、希尔伯特空间中有限区域成像积分算子

一维空间中有限区域[一α ， α] 通过非相干光学系统成像的一般过程可用下式描述:

L.(←f~G h(a;J ~)硝)dgJ (1) 

式中 Ig 和 Ii 分别为物和像的光强分布J h(a;J g)为线扩散函数或系统的脉冲响应。相应的

本征方程为

λ忡币(例材←= f~G岳fh忡(怡m叽， g)tþ州(任ω5已)
式中 λ 为本征值J 中(均为属于 λ 的本征函数。
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定义算子

L=f二哥h(侣，白， (3) 

l则 (2)式可写作

(U-L)中(x) =0, (4) 

其中 I 为单位算子。

假定中(叫 εL2 ( 一吼叫 ， h(x, ~)巳 L:lC 一吼叫 x(一 α， α)) ， L2( 一α，的为定义在区

间 (-α，的上的勒贝格可积函数空间，并定义内积

(非，价 J~G中(以(忡 (5)
则范数

11 中 11= 吁:平) = (J~G 1 中(均 i 叫玄。 (6) 

这样定义内积后的空间 L" 为希尔伯特空间，算子 L:L2 (一吨的→ι(一吼叫。也就是

说p 我们假定光学系统的横向放大倍率为 1。在倍率不为 1 的情形下，我们可以认为 Ig 为

光学系统的几何像。

进一步假设系统满足平移不变条件。否则我们总可以把成像区间分成足够多个"等晕

区气在每个小区域中系统满足平移不变条件时，则 hCx， g)可表为

h(x , g) =hCx-~) =h+Cx-~) +h_(x-~) ， (7) 

其中 h+和札分别表示品中关于宗量反捷的不变号及变号的分量，亦即对称和反对称的分量:

且有

队而 L 可以分成两部分:

h+C叫)=专[h(x-~) 十h(~-x汀 1 I 
h_(x-Ü=专 [h(必 -g) 一时-x)J J 

h+(t. -x) =h+(x-g) , 1 
h_Cg-x) = -h_Cx-g) , J 

L=L+十 L_ , 

L+ = J~G dth+ (x - t) , ~ 

←f~~ d，伊斗-g)o J 

L+ 为自伴算子，即对于任意收(x) ， tp(x) ε L2 ( 一吼叫，均有

(8) 

(9) 

(10) 

忡， L+伊)=忡， L+利 (11)
这样一来，根据希尔伯特空间中积分方程的理论气算子 L+ 具有一系列实的本征值仔..}及
相应的本征向量序列忡，，}，每个非零的本征值只有有限的多重性，且当饥→∞时 γn→00
忡，， (x)} 为 L+ 所作用的希尔伯特空间中的完备正交归一的向量集合。

对于反对称的算子 L_， 我们可以引入

L_= -iL_, (12) 
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容易证明 L_ 为自伴的3 所以它有实的本征值 δn 及本征函数伊町满足

(5,iPn(X) = -rj, J~!J h_(x才〉轨(~)d~，
上式可改写为

1023 

(rj，ωω=jLL(m一伽(问=L南(x)o (13) 

可见 L_ 的本征值为纯虚数2 且当 η→0 时&→0， {伊，，}同样构成区间〔一吼的上的完备

的正交归一化的向量集合口

由于本征值不依赖于基的选择F 可以认为算子 L 具有复本征值儿，

λnγn十 rj，(5向何=091322... (14) 

其中机和(5n 都是实数。{丸n} 称为算子 L 的谱。我们从上面的讨论可以看到:

(1) 在被成像区间为有限的情形下，成像积分算子的谱为分立谱。

(2) 当线扩散函数不对称时p 复本征值具有不为 0 的虚部(相当于 PTF季的。

1. 微扰方法

在公式 (4) 中，设

一 成像积分算子本征问题的求解

孔=λ(0)十 λ(1). ì 
(15) 

中=中(0) 斗中(1) J J 

其中 λ向和中(切(70 =0, 1)分别为 10 M-本tiE值和本征函数。算子 L 也同样进行分解:
L=LCO)十Lω。 (16)

由于-般情形下 h 的弥散不大p 因此可以取

L(O) = 1 d~h(x-~) ， 

，由 f 乱 f∞~ (17) 
L(l)= -(J二十 [d~h(x-~)o J 

零级方程为
λ俨中~?1 =L(O)中店 (18)

式中 α=1 ， 2，…F 凯 α" 为筒并度中2 为属于同一本征值 λfJ 的本征函数。

放 h 只有对称的分量p 则上式的解为

中以←斗?呵(rj，2πfnX) , 
v;二α

阱r(x) = ~ exp( -i2πfnx)J， (19) 
~乙α

fn 饲
=-翩..=-

n 2α S' 

式中 S=2a 为空域尺寸。 fn 可称为广义空间频率。代入(17)，解出与这些本征函数对应的

本征值
λ~O) = (L(O)币;29 中~OJ) =H(fn) , (20) 

其中 E 表示为 h 的傅里叶变换，即 orrF。可见在零级近似下，本征值位于 OTF 曲线上。
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H(fn) 可称为广义的传递函数。

由 (19)式可知g 在 h(ø-g)关于两个宗量对称的情形下除 n=O 外存在二重简并。我们

不妨将本征函数的简并集
( r 1j 当饰口 0\

{中ZHE0313 …;α =s..} I s..=i :j -1 
飞 L 2，其它 / 

展开成为单值集

{中~O) I 饥 =0，土 1，土 2p …ι

相应的本征值集为

{ λ f俨)叫In驴俨=斗=

这两个集均为可列集。当 α→∞时，它们却成为不可列的，本征值将密集成为连续函
数，即 orrF。可见 OTF 是大视场光学系统的近似描述。

可以证明3 当 h 具有非对称的分量时，简并现象一般不再存在。

一级方程为

λF}中~O) = L(1)tþ俨，

这里为简单起见，略去表示简并的参数 α。

-级本征值为

(21) 

λ;'1)= (LC咱俨，中俨)

吕 一λ叮附f俨)十去 f~二af少川d白叫叫m4《jr:::: 附附)汩问e缸蚓X
队而有近似到-级的本征值表达式

M俨+λi1)411dtj:::h(m〉蚓←仰忡。
用分部积分法，解出

λ，. γ"十 4δ..，

γ斗 (1一队(2ax)eos(2叫d必J ~ 

δn=-f:(1一队(川剧2n~ø)dxo J 

设儿和 i 可以展开为罪级数:

(22) 

(23) 

(24) 

h+忡忡荔 αbZBK， l 
h一((←

(25) 

代入(24) 得到四

γ 主 2(221)tF(2k+1， 如 2， i2n~) +F(2机1， 2川， -i2n的] 1 
←月 2(2;12)[F(却+2， 2k 十 3， i2n:rt") +F(2k吨， 2k吨， - i2n;n;汀， I 

( (26) 

归足各[F(2k J 2k + 1, i2师) -F(坊， 2川，←i2nπ)J

→豆豆{22坦了 [F(2k 斗 1 ， 2阳，向) -F(2k十 1， 2川，仇π汀 ， j
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式中 F(α2γ， z)为合流超几何函数口

衍射受限系统的线扩散函数(困光盹)

忡忡h+(￠〕 =ELL2垃 =s i主 t 一 (rrtSWx) 2J~
2X2 ~ ~ (210十日! ! (2k+3)! f' 

(27) 

式中 H1 为一阶 Strnve 函数.δW 为系统的空间带宽积(W =2/， 为带宽'/0 为 or.rF 的截止

频率〕。以

S环T =16 

代入(26')式算出 γ"J 如图 1 所示 (由于对称性p

只画出

rrt;:;::O 

的部分p 怕是在取极限的意义上得到的)。 图

中横坐标为倪或广义空间频率fno 在同一图中

画出相应的 OSF 曲线。 OTF 具有截止频率

fc， 但 fy，，}为无限集F 一直向高频扩展，且当何

→∞时 γ"→趴在何>0 的范围内9 明显不为 0

I 1.0 

。

的本征值个数 N 均为 SW 的一半，在这一意义下的最高空间频率

f-N-W N-S- 一言一f

一一-OTF

r 
a a 

Fig. 1 

超出 fN 的那些本征谱项可能淹没在噪声中测不出来p 由它们荷载的图象信息可能丢失。由
于本征函数的个数相当于系统的自由度数，可以说空间带宽积是系统自由度的度量。这一

结论和抽样理论得出的结论是一致的。

2. 有限秩方法

L 是希尔伯特空间中的线性算于它的核 h(x， ~)如果满足连续且平方可积条件，则可
以用有限秩算子 LN 按范数来任意逼近口气成像积分算子的核一般来讲总是满足上述条件

的c

定义 [-a， aJ 上的正交函数集合

r 1，一 α+丘手iI〈￠〈一 α十号:
ψ~N)(X) =~川 J 川 (28) 

忡， 其它

其中 l=2α， μ=1， 2, 'X>o , No 定义

hN怡 ， 石)=豆jzMμvq;~V) (x )qJ~N) (~)， (29) 

其中

Ml'V-(子y J~G dx j~G qJ~N) (!li)叭叭侈， ~)吨。 (30) 

现在我们用有限秩的线性算子 LN 来逼近 L， LN 定义为

LN = f_adghN(X , g) , (3 t) 

当 N→∞时， LN 的本征值趋近于 L 的本征值p LN 的本征函数按范数趋近于 L 的本征函

数。
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让我们对于一个充分大的 N 求解方程

品i'，.
f 报 7 卷

LN非~O)(x) =λ冲~O) (a;)， (32) 

设 tþ(O气功在第μ个于区间上的平均值为 OF，则有
N 

~MμI>o~n) =^~OlO俨， t (盼

,, -1, 2, .'., N o 

求解方程(83)，就得到近似的本征值 λ俨和本征函数非俨={UFPμ-1， 2, u勺 N}。

四、离焦情形下的算子的谱

离焦是一类最简单的像差。衍射受限系统离焦时的传递函数可以表为

H(f)古∞时){J1肌主导阳叩叩(α)

十 (2k一川"'-1怡)J sin(2kO) } 

一去叫
(84) 

式中 f是规范化空间频率， α=4π.t12 (主) j , () =∞叫， 0 为离焦量， A 为数值孔径， λ 为
披长。所以离焦时的算于是完全确定的，利用有限秩方法，可以算出不同离焦情况的本征值
和本征函数。

图 2 画出离焦情形下的本征值和相应的传递函数(即 α→∞时的谱)。对比曲线 4 和

5 可以发现， MTF 在空间频率较高的区域出现振荡，但本征值%却随纯的增大而单调递

减，这是由算子的性质决定的。

Fig. 2 MTF and γ.. for a focusing error system with circular pupil, .A=O , 65 

1: ?J/λ-0， MTF 2: ðj.λ=1， MTF 3: ð/Â=l, 1,. 

4: ô/λ=3， MTF 5: ðj.儿 =3， 1" 

图 8 画出 A=O o 65， 离焦量 δ/λ=0 及 3.0 时的前五个本征函数，分别用实线及虚线表

示。在前一情形下，曲线形状很接近于正弦或余弦曲线，只在区间边缘附近稍有偏离，在
[-0;, aJ 中极值个数目"。在后一情形下，本征函数已明显偏离正弦或余弦曲线，例如图
3(的 3 而且极值个数…般爷"。
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Fig.3 First five eigenfunctions for ôjλ=0 and 3.0;ôjλ=0: 

Bolid line; ô/λ= 3 0: dotted line 
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domain in the Hilbert space 

SONG FEIJUN 

(Beijing 1旷O'T'mation-Optios 1 'llSt'1'U饥栩如 1nctitu.te) 

TAO ZHANG 

(Depa'Ttrrwnt 旷 Phy8i，ω> StanàfO'T'à U nive'T8i巾> US.A.); 

(Received 3 October 1986; revised 20 February 1987) 

Abstract 

The eigen vaI ues and eigenfunctions of the imaging 卫臼graI opera巾or of :fìn埠。

do皿ain in 也.e Hilber古 space are 的udied i且也阳过 in 也is paper. The au也hors focus 

M抽ntion 0丑 the case of asy asymmetrical. kernels. The pe时urba tion and fi刚回 rank:

methods are used 古o in verse the opera古or eq ua tions 古o obta坦白e eigenvalues al1d eigen

func古ions for 也he defocusi丑g 町的ems.

Key W ords: Fi丑i古e domai丑 in Hilbert space; Spectru皿 of 1皿aging m tegral 

opera阳r.


