
第 7卷第 10 期

1987 年 10 月

光学学报
ACTA OPTIOA SINICA 

用有限元法计算光学玻璃

退火植度的分布

李放

提要

Vol. 7, No. 10 

October, 1987 

术艾首次把求解温度场的有限元浩用于计算坡璃退火时的温度分布，提出了在微机上计算第-类光
学不均匀性的方案，并解决了计算问题。
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一、引

玻璃退火的传热过程的简化数学模型是一个傅里叶微分方程的求解问题，但在实际上

只有相当少的部分可以得到解析解，而且这些解往往包含无穷级数、特殊函数和关于特征值

的超越方程，计算比较困难口传统的方法是将常见的圆盘形状玻璃的计算、简化成径向和轴

向两个问题来独立求解，然而三维中的很多现象被忽略了。

对于工程退火中可能出现的复杂边界条件和物性值随温度变化的非线性问题p 以及有

复杂外形的情况，解析法是无能为力的。而有限元法却能把它们与简单问题同等对待p 而且
随着问题越复杂优点越显著。

大尺寸光学玻璃各部分由于热历史不同而产生的折射率的差异，称为第一类光学不均

匀性。用有限元法求解玻璃退火的不稳定温度场，可给出各结点的温度历史。显然己知→

点的温度历程，通过玻璃结构转化动力学的理论公式，可以计算该点折射率的增值。集合备
结点的变化终值p 可得第一类光学不均匀性的折射率分布。

二、大尺寸光学玻璃退火时的温度场有限元法预测

1. 定解的数学模型与等价泛函

大尺寸光学玻璃精密退火时的传热过程可以用一个自由(第三类〉边界的数学模型描

述p 而把实际边界上的接触导热、对流和辐射传热按第三类边界处理p 那末这个模型就是

ðT k r fJ2T , 1 ÔT 伊Tl ~ ðT 
万=言δ;l百T十7万+3Fj-h 百=向(T-Tf) 。

在边界上第 4 部分 ri i=l, 2, . 
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Tt=o=Tg, 

T+=! Tg一例当 T，>T8，
I l Ts一 Vlt 当 Tf<T.，

式中 α4 是综合交换系数; Tg 为退火上限温度; Tf是装置玻璃的铸铁套(包括托盘和盖板〉的
温度; T， 是退火下限温度; V 是退火速率:但是冷却速率。显然这个定解问题难于用解析

法求精确解。如果比定解问题的求解等价于一特定泛函求极值解，那末可以用等价泛函求

解。

J=JJ {会[(~~)\(芸rJ+ρCPZZj俨讪吐、 α(号一 TTt) Ij.ds, 

其中 r是整个求解域 V 的外表面。原则上可以选取一个表示温度分布的级数形式试探函

数p 代入 J满足取极值的条件。事实上玻璃退火时p 边界具有几种类型，物性值在分布上也

有变化，因此在整个求解域 V 内满足这个条件，是过于苛刻的。

有限元法用离散的办法解决上述困难。把 Y 分成若干个子域 e， 并设 V 的外表面上的

子域边界为 rt11 则可以定义子域泛函 J' 为

Je= JJ" {专[(客r +(芸rJ+ρq芸}俨 d1tdz十j川号十TTf ) 俨战 (1) 

不难看出 J=~J60

2. 有限元法计算过程

(1) 单元计算

本文把子域选为三角截面环单元如图 1 所示。单元内一点的温度 T 可用三顶点 1、 2、

3 的温度 {T1T2T3}8 表示

rT11ø rT11 d 

T = [NJ ~ T2 ~ = {N1N2Ns}~ T2 r , (2) 

I TsJ lTaJ 
f ().J 9 ôJe θJe 1 山

把 (2) 式代入 (1)式并计算 i示抗瓦阿
三个偏导数得

r ôJel 
|θ几 \ fK11 K 12 K 13 l ß r T:t γrSl1 812 

↓骂~ ~=\ K 21 K 22 K 2S \ ~ T 2 ~ +\ 8 21 8 22 

I ~J T~ I r K~1 K S2 K 3SJ l ~r3 J LSà1 8 32 
lθJ e I L ~~ û ..L ,- UU-' 、

1LθT3 ) 

蕴噩噩噩隘眨医国

a
d甲
吧
。

Fig. 1 

(3) 

上标为 e 的项或矩阵，其下标为单元结点的局部编号 (1、 2、 3) ，以便与整体编号区别。

(2) 总体合成

按 (2)式，把温度场离散到全部结点上去的结果p 泛函 J 成了以全部未知的结点温度为

自变量的多元函数，于是 J 的变分问题转化成 J(T1， 巧，…， T;.) 的极值条件

θ仁空三:习旦旦= 0, i = 1 J 2, ..., no 
ôT, ðT. 专.J ÔT, 
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θ'J6 .. _......L...... L- ^--. i'-L 1.-- • J~L...::....t.. - .L.L ...r.z:::--r- , t. 1"'\. -,...... ，r~ ^ j_~ ........::z: 8JfJ --l+-

而丰百?中只有包含结点 4 的单元 8 的项不为0.，不为 0 的项百?有把整体编号改为单
。J

元编号.即可在单元分析中通过(3)式求得。对全部结点 4 依次计算百T. 可得
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或者

(4) [K]向+叫苦ι}←阿斗。
(3) 对日J间离散

J ðT, l_ {Tih一 {T山-Jt
两点向右差分 i飞→}- AA 的时间离散方法虽然精度较低p 但不论时间的I ôt J 

步长多大，它是绝对收敛的，这是我们选用于退火的原因。于是得到求解 {Tàf 的方程组

([KJ 十jz 叫 {T小=土问{T，}叫{P寸。L1t 

按时间逐段递推p 可获得各时段末的温度分布 {T，ho

计算温度场选用有限元法的原因之一是该法还可用于计算热应力。事实上在

(5) 

1 d ,rrY l 
而非 IgradTI ::>0.时，生成玻璃退火的暂时和永久应力。因此在严gradTI >0.阶段，I dt 0---- I 

缩小步长，而增加时段p 相当于图 2 中的退火开始降

温的 AB段及开始冷却的 OD段。在程序中可把步

长函数写成(设时段总数为 57)

r t1: 1.2 (刑一 1) ， (刑~30.)

At=~ t2: (刑>30. and 响〈部)
I ta: (响>35 and m~55) 

l t 4 : (响>55)

t(屿'式中应使也缩小到不发生解为止。 30."，35 时段，落

在退火稳定(舌 gradT... o.)区D 川的选取应

|舌(grad T) I >0., 

应

T(OC) 

400 

3佣

~ 

2∞ 

3ω 

Time dependent te皿perature

of node 31 61 39 

2∞ 1∞ 

Fìg.2 



10 期 用有限元法计算光学玻璃退火温度的分布 949 

使开始冷却时间落在时段为 35"'39 之间。

6000 J 360000 J 7200, 36000 0 

(4) 计算结果

h 和 tJ 同数量级，本文的缸J t:a, tSJ t4 分别为

矩阵方程 (5) 的系数是高度稀疏对称的正定矩阵，适当的结点编号如图 1 所示，使非零

元在对角线附近成带状，且带宽最小。我们采用半带宽存储和改进平方根法。 由于轴对称

玻璃使用上常忽视沿 Z 轴的不对称，所以允许把温度场当作沿 Z 轴反映对称的，从而减少近

一半的计算量。

把每一时段计算所得结点温度值，及时贮存为磁盘文件，就得所讨论退火过程温度历史

的完备资料。另外设计两个子程序，通过读磁盘分别绘制结点温度对时间的依从关系如图

2 所示，以及任意时段末玻璃纵截面上的等温线图象，如图 3 所示。图中 Time 是时段 F 末

的时间， T， 为退火温度，图上方六个数字是各条等温线(由点组成)的温度。

-
一---..、

Fig. S t.e p:丁'rime : l. 722 h 'rg :5600 Deg.C 

559.838367 55θ . 835876 559.785916 55~ . 6创86559.671389 559 .644621 
:.-

,.‘ 
.俨-

lC, ) . 

Fig. S t.ep: 10 Time :3.461 h 1'g:5600 Deg. 0 
脱销刷刷 ω909 5回 31丁旧旧阳38 5四-tm486气回岛"
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Fig . S lÆ p:25 Time:62.93 h Tg :5600 Deg. 0 
ð30. f,ó666 530.529852530.316216 530.083]76 530.019456 529. 827596 
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tC) 

Fig. 3 

退火折射率的增值及第一类光学不均匀性的微机预测

一块径过退火的大尺寸光学玻璃，它的各部分是经过不同的温度历程从相同的上限退

火温度 T， 降至室温的，由此产生的结果是:距离中心越近的部分折射率越高。计算的结果，
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玻璃各部分经过各自的温度历程，其折射率的增值是以第一类光学均匀性分布的。

1. 计算退火折射增值的数学模型建立

近年来已经提出了几种从实验上得到的玻璃结构转化动力学简化理论模型一一-结构弛

豫模型。对于光学玻璃退火这种连续缓慢的温度变化过程的折射率计算，它们中的任何一

种都不会失效。我们采用参数最少的一种等温过程弛豫公式

2二旦巳=e←(-W3 (6>
no-n∞ 

其中向、71-i)、也分别是折射率在时刻 t 的瞬时值，初始值和平衡值。 b 是玻璃的一个常数，
一般 b=O.5 "，O.9o τ 是玻璃的折射率弛豫时间，它随温度T 变化并服从

YB.~_ +~与旦L
τ=τ'oe RCT+2均 . R(T,+273) , (7) 

式中结构弛豫活化能 E 分成温度效应的 Eg 和结构效应的 Es 两部分， Y = EgjEo 气体常

数 R=8.314Jj (K.mol) 。 τ。可以由实验确定，如 Tg 时弛豫时间 η
E 

τ。 =τge 1>(1'/1+ 

虚设温度 Tj 服从等温过程动力学公式

Tf-T 
z f(P) 

To m-T P(9) 

把式 (8) 和 (9) 代入 (7)可得温度从 To 阶跃到 T 后恒温，以时刻~ t 的松弛时间 τ 为未知数的
超越方程

F(7!) =巧吨[去[T :i78+T Y78 十 (l-Y)r It\blJJ一刊J (10) 
g 十273

. 
T + (To-T)expr一 I t \b 丁

可用缩小子区间法在计算机上求得误差内 τ 的近似解
式 (6)左边的忧国服从

(8) 

饥 αsT十 qzFP

式中岛为折射率温度系数中结构效应部分y 若把己的折射率平衡值比(TII) =n， 作为已知
参考值p 则

悦∞=αs (T-Tg) 十 'ng， (11) 
在计算退火折射率相对 Tg 时的增值时可设均为任意数如 00
在完成等温过程式 (6)的数据准备后3 把退火时温度的连续变化用饥价温度跌落的模型

近似。在第 I 次温皮肤藩至 T(I)后的等温过程p 折射率初始值饥。(1)是前一次 1-1 的等
温过程终值 nJt(I-1) ， .Jt 是跌落的时间步长p 则式 (6)可以改写成

"川1) =也 (1) + [n "", (1 -1) -n"， (I)]e- [辞了~ (12) 
式中 τ(1)和几(1) 表示温度为 T(l)阶段值p 并在式 (10) 和 (11) 中给出了求解方法。只要
依次取{tf I=l ， 2， 3……rr飞并设 'l'bJt(O) =ng=O， 式 (12) 就成为计算退火过程玻璃内一点
的折射率增值的递惟公式口得到玻璃内每一结点的折射率增值结果后3 就可以求出表示第
一类光学不均匀性的折射率差。

2. 计算实例

在实际计算折射率增值时，为了在每「时段对全部结点求 τ， 总计要调用解超越方程
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(10) 的子程序共(时段总数⑧结点总数)次p 大大增加了机时。我们用迭代方法解 (7) 和 (9)
的方程组p 把 τ 和 Tf 作未知数p 收敛特性很好口

对图 1 所示 K9 玻璃，按图 2 规程退火y 玻璃折射率随温度降低而增加如图 4 所示。表
为各结点的折射率增值。

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

'J'able Node number and its relative value of refractive index (.Jnx 10月

3882.51 12 

3883.33 13 

3883.86 14 

3882.55 15 

3883.33 16 

3883.80 17 

3882.56 18 

3883 32 19 

3883.75 20 

3882.54 21 

3883.30 22 

4 

3 

2 

1 

3883.70 

3882.52 

3883.25 

3883.63 

3882.51 

3883.19 

3883.54 

3882 .41 

3882.90 

3883.2垂

3883 .44 

41 nx I08 

2ω 31ω. 

23 3882.37 34 3882.99 

24 2882.82 35 3882.10 

25 3883.15 36 3882 .43 

26 2883.34 37 3882.66 

27 3882.30 38 3882.78 

28 3882.72 39 3881. 96 

29 3883.02 40 3882.25 

30 3883.19 41 3882.44 

31 3882.20 岳2 3882.53 

32 3882.58 

33 3882.8韭
一~~一一一

剑)(}j 500 T(oC) 

Fig. 4 The temperature dependent relative value of refractive índex Table Node number 

and its relative value of refractive index giv8n by computer 

N(l) =3.8825798E-03 N(白白3.88332873E-03 N(3) =3.88386496E-03 N(份= 3. 88255496E - 03 
N (5) = 3. 8833345E - 03 N (6) => 3. 88379554E - 03 N (7) = 3.88255505页-03 N(8)=3.88331908E-03 

N (9) =3.8837501E-03 N (10) =3.8825强16E-03 N (11) =3. 88328971E-03 N (12) =3.88369585E- 03 
N(13) ~3.88252348日 -03 N(14) =3.88324648E-03 N(15) =3.88363042E-03 N(16) =3.88250556E-03 

N(17) -3.88318767E-03 N(18) =3.8835韭207且 -03 N(19) =3.882生1435E-03 N恒的 =3 .88290362E - 03 
N (21) =-3 . 88324351E一 03 N(22) =3.88344339E-03 N(23) =3.88237133E-03 N(2纠 =3.88282岳72E-03

N(25)-3.8831467E-03 N(26)=3.88333573E-03 N(27)=3.88229975E-03 N恒的=3 . 88271963E - 03 
N(29) =3.88301605E-03 N仰的 =3.88318838E-03 N(31) =3.8822ω7E-03 N (32) =3.88257779E • 03 
N(33) =3.882841l.1E-03 N(34) =3.88298903E-03 N(3的 =3.88209544E -03 N (36) =3.88243ω5E ""7 03 

N(37) -S.88266067E-03 N(38) =3.88278634E一 03 N(39) =3.88196175E-03 N(40) =3.8822460岳E-03
N (41) =3.8824398E-03 N(42) =3.88253058E-03 

四、讨论

由于影响光学均匀性的结构效应(第一类不均匀性)与残余应力效应(第二类不均匀性)

都是Jl!火中温度场变化所产生的，显然不能通过实验把它们分离p 尽管已知它们的效应是相

反的。因此，本文给出的第一类光学不均匀性计算结果应与第二类光学不均匀性的有限元

法计算结果(待发表)合成后， i再用实验数据校核。例如激光全息法tf.;J 即可提供内部折射率

分布的精确测量值。
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事实上，本文的选例，无论在玻璃的牌号、形状或是退火规程和工艺条件上都不失典型
性，而它的工程退火实验有更多的机会重复进行，以便校核本文的计算结果。否则计算中的
参数一--导热系数 k7 热交换系数 α难于确定3 因为它们受玻璃成份、尺寸、形状、温度等严
重影响以致成几倍地变化C7l0 1:1 地测定大尺寸玻璃的这些参数的代价使之实际上没有可

能p 但有限元法提供了在工程规模上同时确定物性参数的途径。即以使折射率和应力双折

射率和应力双折射的分布的有限元计算结果p 逐点符合实验结果为目标，反复调整上述参数
试算p 可以获得这种条件下的这些参数的实际值。借助有限元法获得难于测寇条件下的物

性参数是有待完善的课题。

本文是在导师王大珩指导下完成的，并得到孔祥谦教授的帮助，在此深表感谢。
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AppIication of finite element solution of temperature 

distribution within glass during annealing for calculation of 

nonumiformity of refractive inded due to the 

nonhomogeneous structure 

LI FANG 
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Abstract 

In order 古o predio古 many impor恤时 physioal phenomena in a large-s:i.ze glass 

dnring annealing 古he applicatíon of 古he 直ni怕。lemen古 soln也On of heat transfer pro嘈

ble皿s to the deter皿ination of 古he tempe a也nre 也的ibntion within axisymmetric gIass 

being annaeled (也e 抽血perature change is slow) has been sugge的ed for 白。如的毛ime

in 古his paper. Acoording 古o above resnlt，古his paper also sugges也S 古he ca.lculation 

me由od of the non uniformity of refrao古，ive index due 古o the nonhomogeneous s古ruO""

阳re of annealed glass~ 古hus overcoming previous 也fficnlty in 古he calcula古ion.
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