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稀土元素 í~C， Th， Pa 和 U 原子的单电子能量

本征值以及X射线能量的相对论计算

赵永芳王振潘守甫

提要

东文果甲相对论的 Hartre←FDck-Slater :HFSD) jí'!.::':方法，对耕士族的 Ac， Th, Pa 和甘原子的

单~平盲~~-一本任量相 Ka ， K二手h H. f 等 "、实工盯生盯垃量进行了;哉值计算。同时还使用了交挨骂ι自苛

诠frlJ:=:重;二了土达二，亡 c .十$-;吉具-~~;兰;二 21捐 2~tt去表明，工射线能量的 HFSD 值与实验值白括对偏差

j左王;低于 o .30/c 2]~;r古程度.

一、引

在原子结白的理论研究中J 对币子的单电子能量才二证值的理论计算已经做过了大量的

工作[1-飞对于比较重的元素，应当使用相对论的方法c 与非相对论的 HaItre←Fook

Slater(RFS)方法相对应P 相对论的 Hartr崎-Fook-Slater (HFSD) 方法既考虑了相对论效
应又继承了计算简单的优点p 得到了广泛的应用。最近[üJ 应用 HFSD 方法对伺原子的单电

子能量本征值和 X射线的能量做了计算。在计算中使用了 Ellis[7J 的 Slater 交抉势的相对

论修正3 得到了满意的结果。但是对于稀土族元素p 目前还没有人做过这方面的工作。我们

的工作主要是在 HFSD 近似的基础上p 考虑 Sla也er 交换势的相对论修正，探讨稀土元素

AOJ Th, Pa 和℃原于的单电子能量本征值和五射线的能量。

其次本文还想讨论有关相对论效应在描述原子内完后过程中起什么作用的一些问题。

直观上相对论影响原子结构的最显著效应是在相对论势的作用下内完层电子比非相对论的

电子更靠近于核。这是因为相对论的电子质量 m=me!(l- v!ajσ!a )1/2 比电子的静止质量 m.

增加了，从而玻尔轨道半径 α=η2伊/me2 变小了z 第二个效应是由于电子靠近于核，核周围

的电荷密度增加了，引起了核扉蔽的增加，所以外壳层的电子受核的作用相对地减弱p 其轨

道增大。相对论的这些效应对原子的内部过程要影响 X射线的位置和俄歇跃迁，对外壳层

要影响极化率和元素的化学性质等等口对于跃迂除了影响跃迁矩阵元中的重叠积分外』在

非相对论极限中被强禁戒的跃迁在相对论中出现了。我们的计算结果不仅再现了这些预期

的结论，而且还给出了定量的认识。

二、理论和方法

1. 相对论的自洽t西方法

对于多电于原子3 在一级近以下J 哈密顿量(用原子单位〉是

I(;: f画画距 1985 年 10."3 ï 日;在~J'j阜成丰富日期 1986 年 L 月 31 日
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H=~I 叫'Pi十 Cßi- 1)c 一一 l+~一 (1)
俨I ...J‘ -'1 俨H

式中 p是电子的动量算符， a 和 β是狄喇拉矩阵。这里忽略了磁相互作用和迟滞放应。体

系的披函数是正交归一化的自旋~轨道队的反对称乘积(Slater 行列式)1 这时总能量是

E=孚 <ilfli>十泻 <ij; 9 I iJ) ~ (2) 

式中 <ilfl i>= f q;7 (1) [ca. p ---L(β -1)02 - 手]队(川吨，

<ij! 9 I ij) = f f q;7(1) rp; (2) 主旦与，(1)川) d7:1 d'"C'~， 
JJ T13 

其中 P12 是交换算符。应用变分原理J 得到非局域的 HF 势

V,(r1 ) =-手十~ r tpj (2) 土毛主与j(们τ2.. 
'1 t J ,1 '1 i立

与 HFS 近似相类似F 用局域的交换势代替非局域的交换势，得到

1 (,., ;' '，~ ， r国 1
V(IJ'1) = 一十一| ρ价2) d:r2 十 1 一 ρ 〔俨2) d俨2十Y四川)， (3) 

俨'1 I}':!. J (1 , ,. J r , 俨且

式中 Vell: (lj'l)是局域的交换势一二Slater 交换势:

或者
Veø/,q"l.) = - [81ρ 〔俨1)/32π斗呵川，

V;r':')'l) =CVez )"1\ 

(4a丁

(4b) 

以及 ρifl〕 =ZYVJJja-GVJi 汀。

在(4b' 式中 ， 0 称为交换参数J 其敖值依曾于在推导过程中使用的平均方法~~J F~η 甜

G(T) 分别是径向波函数的大分量和也分量:) (4) 式在大 r 的地方与库伦势不伴合3 需要采

用 Latter[8J 尾部修正。

交换势的这种形式是与非相对论的 Slater 交换势类比写出来的，不是从相对论的理论

推导出来的。 Ellis 做了这个工作3 对 Slat何交换势给出如下的相对论修正:

λ7~.~ , ,.-, rn ,", l 
Vf..(Q'l) = Vιl: (.r1) t 1 一一一一二一十00.3) 1, 

L~ 9 180' -""'J (5) 

式中 λ= 1v2j(k2+O'J)) 0=137.037 , k= [6π2ρ('1"1)J 川3 在正常密度下 V~(q'l) 比 Ve，/rlJ 黯

微小些p 对于较重元素的内壳层电子 V呈阳斗的作用较为显著，而对于价电子几乎不起作睛。

在高密度的极限下，这个传正因于可使 Vei:忖1)降低到U 80%;) 所以在相对论的计算中，使月1

V"''>1) 仍然会得到好的结果，只是对较重元素的内壳层能级修正才变得重要。

2. 跃迁能量

与单激发态过程有关的跃迁能量是

E跃迁=E~'li -E束勘

如果 ι 表示在原子中处于第%壳层中的电子束缚能，则在绝热近似下有关系:

(6) 

‘ s,,=E,, -E, (7) 

式中 E 是原子的总能量 En 是离子的总能量。根据 (6) 式相 (7) 式，电于从子壳层俑'跃迁

到具有空穴的子壳层 n 友射的五射线能量为

E岛唱， =E.-E"， (8) 
毒1
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E........., = 8" 一句'~ (9) 

通常，都是应用 (9)式计算 X 射线的能量3 这是因为对于复杂的原子，计算原于的总能量是

一件困难的事情2 而且(8)式会出现大数相减的情况。应用 Koopmans 定理，

(10) 

这里岛和正，，'分别是在跃迁前和跃迁后的电子组态下从 HF 或 HFD 方程解得的第饥和第

倪'轨道的能量。但是在 HFS 和 HFSD近似中J K.oopma固定理不成立~ 81胁rUOl提供两

条途径解决这个问题。其一是应用过波态的概念;其二是取交换参数 0==1" 仍然用 (9)式和

(10)式计算 X 射线的能量也会得到满意的结果。

三、计算结果和讨论

在计算中，我们使用了 HFSD 计算程序s 对 Ao， Th , Pa 和 U 原子进行了自措场计算。
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Ta ble 1 Singltrel配b:on 臼lergy eÎgellvaluesa (in a.u. ) 

。f Åe~ ThJ Pa and U atoIllS, orbitb 

A巳 Th Pa 

-3947.34 -~052.37 一 4162.83

-730.735 -753.601 -7ïï .6.f 2 

-704.777 一 727.169 一 750.331

-583.727 一5!Jfl.519 -615 .4 ï5 
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-45.9B91 -48.2380 -00.1184 

-40.6341 -42.7339 -4皇 .5∞l

• 33.4ïOi -35.10ï8 -36.3535 

-34.82工3 -26.2552 -27 , 30.55 

-23 ."1839 一24. 邑333 -25.7964 

-12.0676 -13.15ω -13.8365 

-11.7247 -12.7808 -13. 4-:05 

-10.0919 -10.8448 -11.3253 

-8.04262 -8.72354 -9.03ô19 

-6.40 f.17 -6.94309 -7.11534 

-::J .39QOl -3.81707 -3.8Ba65 

-3.15781 -3.54903 -8. 59HZ?' 

-1.658昭 -1 ‘ 85236 -1.83480 

-1. 07285 • 1.22356 一1.19208

-0.8ωm'l7 -0.908605 -0.866草28

-0.197115 -0.2163∞ -0.207097 

-0.161016 -0.199838 一0.16自 1ï2

-0.257595 

a. Values 坦 this table we:rc úb且Îl100. by UliÎllg 日FSD (C=1) 皿ethod.

b.γaJues wi出‘*' are ior j=I-1/2) a卫dnù斗es ""ithout ,.. a:re for j=l+1/2. 
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Table 2 X-rayenergies (in a.u. )of Ac, Th, Pa and U atoms 

pr臼ent wo:rk (HFSD values) 
呼ectral trallsitoll atom expverailmuee份ntal 

line orbit c=1. 0 cz= 2/3 。OEpeoctteendtiSalI) 
a怡r

K al 18一句 3339.94 3363.61 3347.65 3345.19 

K a2 18-2俨 3221.90 3242.56 3228.05 3225.85 

K ß1 18-3p 3779.20 3803.90 3784.39 3781.78 

Ac 
K ßS 18-3俨 3752.00 3776.16 3756.96 375~ι61 

K /3'J 28一句 585.375 587.292 583.023 582.599 

K ß4 28-3俨 558.181 559.559 555.588 555 .429 

H ßS 2p-&s 517 .463 521.666 517.010 516.637 

H 04 2p*-3s 399 .425 400.616 397.411 397.300 

Kal ls • 2p 3430.56 3i52 .85 8是39.15 3436.23 

K a2 ls-2p骨 3305.87 3325.20 3312.96 3310.25 

K ß1 ls-3p 3880.88 3904.10 3887.01 3883.87 

Th 
K ßS ls-3p铸 3852.07 3874.72 3858.07 3854.97 

互/32 2s一-3p 603.640 605.327 601.223 600.772 

Kβ'4 2s-3俨 574.829 575.953 572.287 571.872 

H f- 3 2p-3s 533.265 537.367 532.762 532 .381 

1守/34 2扩-3s 408.575 409.717 40ô.573 406 AOO 

互α1 工s-2p 3523.10 ß547.35 3533.08 3530.88 

K a2 ls-2p传 3391.42 3412.50 3399.57 3397.55 

K ß1 ls一句 3984.55 4009.99 3992.08 3989.63 

Pa 
互βS ls-3p* 3954.05 3978.86 3961. 3主 3958.92 

K ß2 2s-3p 622.308 624.803 620.229 619.764 

Eβ4 2s一句精 591.806 593.673 589 .486 589.058 

H IJ3 2p-3s 5住9.398 554.023 549.286 548. 889 

H ß4 2p替一-38 417.726 419.167 415.773 415.561 

Kal ls-2p 3617.57 3642 .45 3629.11 3626.54 

K a2 ls-2俨 3478.59 3500.16 3J88.11 3 ~85.77 

Kßl ls-3p 4090.28 4116.28 4099.36 4096. 54 

U 
EβS ls一-3p部 4057.97 4083.35 4066.80 4064.03 

Eβ2 28-3p 641 .427 643.766 639.584 639.089 

Kß4 2s-3p揭 609.125 610.831 607.030 606.577 

H ßS 2p-3s 565.934 570.456 565.903 565.474 
H ß4 2p份-38 426.950 428.166 424.906 424.708 

* see Ref. [1巧

表 1 给出了原子的单电子能量本征值，取 0=10 表 2 给出了原子的 X射线能量p 这些能量
是根据 (9) 式和(10)式计算的。

首先p 我们比较在一个原子中随着主量子数饨的增加相对论效应对轨道能量的影响。如

果我们用Llenl 表示 d 轨道能量的相对论效应p 那么

Lle,.z = 6~FS - 6~FSD， (11) 

式中 65FS 和 dmD 分别是 riL 轨道能量的 HFS 值和 HFSD 值。丘吉囚的值可从 Herman 和
Skillman[目的著作中得到。例如，对于 U 原子z

. 
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8 期 稀土元素 Ac，. Th. Pa -f1τF子内单电子位置术在生u豆工号H是芫里的问飞s-ì(:~，十二宦 75ì 

时 15 

A马.. 569.2生

从这些数据我们看到，随着 n 的增加I LlEn.!迅速地减少3 但是对于外壳层的 6d 和 5f 电子z

相应的差出现相反的符号。这些说明相对论的内壳层电子的能量低于非相对论的能量3 而

相对论的外壳层电子的能量却高于非相对论的能量3 这些与我们预期的结论是一致的。从

这些数据我们还看到，与外壳层相比内壳层电子的相对论效应是显著的，不可忽略的。

其次2 我们比较相对论效应随者原子序数 2 的变化情况c 我们只比较各个原子相对论

效应最为显著的 18 轨道的能量。仿照上[耳的讨论p 我门能哆给出下表:

z 、问 ~)Ü !:'l 92 

JE~ 4S8.8县 513.47 5':'1.县3 5己，).2生

.i.lc 1 .1町， 0.12垦 。 -127 已 .10 1) 0.133 

从表中的数值3 我们看到相对论效应随着 Z 的增加而明显地增加。例如对于 Ac 原子， 1s 轨

道的能量相对论效应是 489.84 a.u.，它占 1s 轨道能量 12.4笋，而对于 U 原子3 相应的量增

加到 569.24 a.n. 和 13.3% :0在做扰论的一级 jlÍ似处理中，相对论项引起的能量移动 JE民

tc 在我们的计算中，虽然相对论项从开始就包含在狄喇克方程中，但是我们得到的结果也

近似地有

Ath(z)~z4 
Jε~S '"， Z 十 1)"""' (z+l~) 舍，

(12) 

这说明L1é1.!也近似地正比于 z40 因此对于较重的1己亲相对论效应是不可忽略的J 尤其是内

壳层过程更为重要。

第三，表 3 给出了根据表 2 计算的各种方法的 X射线能量相对于实验值的偏差。对于

X射线的能量 J O =2/3 的结果明显地好于 0=1 的结果。这是我们与 81础。r 的经验规律不

同的地方。在计算中发现3 对于较轻和中等重的原子，因ater 的经验是满足的，但是对于重

原于p 取交换参数的另一极端值 0=2/3 结果反而好。

Table 3 Devíations of calculated 豆-ray en.(ll'gies from experimental 也ta

deviation appro:ri皿ation 且lethod Ac Th Pa U 

mean absoJute HFSD (O~l) 12.73 11.94 13.25 13.45 
devi.a.tion HFSD (0-=2/3) 3.93 4 .41 4.93 5.62 (a.u.) 

ESIEaBteDr (FcottezetcitaeId ) 2.85 3.10 3.93 盛 .50

mean re]aü凹 HFSD (0=1) 0.54: 0.49 0.56 0.54 
deviation HFSD (C=2/3) 0.27 0.28 0.26 0.27 
(任)

(corrected Slater }Xltent叫 0.26 0.27 0.26 。 .27

第四，从表 g 中我们还可以看到p 考虑了 Slater交换势的相付论性丑，对结果稍有改进。

例如对 Ao 原子，绝对误差从 3.93 a.u‘降到U 2.86 a. n'J 相政误去从l) .27% p:~到 0.26% 。

总之，从我们的计算结果可以看出~ HFSD 方法对于计算五射线能量是一种可行的舟、
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法J 与实验值的相对误差在 0.3% 范围内，计算值是十分接近于实验值的。尽管这种方法不

能计算项能3 只能计算组态的平均能量p但是对于内壳层过程它仍然是一个简单可行的近似

咛法。

我们对张志杰副教授向我们提供 HFSD 程序表示衷心感谢。
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X-ray energies of rare earth elements Ac, Th, Pa and U 
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Abstract 

The relativistic Hartree-Fock-Slater (HFSD) appro:ximate method "Was used iB 

(}&lcnlating the single-eleotron energy eigenvalues and the energies of K 111 K 8 and Hø 

X-rays of rare ear也h elementa AOJ Th, Pa and U. Calcula也ions were also carried out 

by taking aocount of the relativistio correotion 协 the exchang号 po挺ntial. our resul坦
are in good agreement with experi皿ents (wi也 an accuraoy of 0.3%). 
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