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提要

东芝用芷规乘和内积分注夹研究压缩在产生的动力学t'l凯在其与置于行垂泪化的内在联;二

压缩态tlJ(吨U回zed sta也e) 是量子光学中继相干态建立后的又一令人注目的量子态，它

可以在某个正交分量上具有比相干态更小的量子噪声，从而可能应用于光通信和引力放检

测等领域中p 目前物理学家们正致力于在光学非线性相互作用过程中找到压缩态。本文尝

试用正规乘积内积分法研究压缩态动力学p 即真空态演化为压缩态的动力学机制p 并给出这

种机制和量于标度 (scale) 演化的关系。为此目的p 本文首先用正规乘积内积分法及由此导

出的算符公式(见下面的 (4)式)给出么正压缩变换算符，与以前的推导方法都不同，我们只

是从么正变换保持对易关系不变和双光子态(压缩态)的含义为出发点，就可以用正规乘棋

内积分技巧来得到压缩算符的正规乘积表示。考虑到在产生压缩态的实验装置中(例如四

波混频装置〉压缩参数是时间的函数，在此情况下，我们用一个算得公式(见下行文恒的式找

到了压缩算符随时间演化的方程，由此导出了描写压缩行为的动力学啥密顿量，为了深刻揭

示"压缩))的实质，文中还讨论了压缩态产生和量于标度演化的关系。这种用正规乘积内极

分法来系统陈述压缩行为在以往别的文献还设有见到过。

一、压缩算符的正规乘积积分法

在文献[2J 中我们曾用正规乘积内积分法处理积分型投影算符[豆豆斟(q I 来导出医
J μμ' 

缩算符D 本节从双光于态的含义和么正变换保持对易关系不变为基点，推导压缩算特的正

规乘积展开。由双光子态(压缩态〉的含义，它应该用谐振子产生算符 a+a 平方的函数作用于

真空态而得到3 即

I1 )=!(α刊)10>2 (1) 

其中 11 )表示双光于态希伯空间中的态矢， 10> 是谐振子真空态矢，满足 α10)-0，消灭算

特 a 与产生算符 a+ 满足对易关系问， α+J =1。由于算特的指数函数是有明确定义的，而且

有逆3 因而算符函数f(a+句的一个简单选择是选f(a+~) =Å exp(ga+叫，代入 (1) 式得

~ > =A. exp(ga+:J) 10) =1, (2) 

其中 A 和 g 是待定的实数常数o 11 >的归一化要求给出下式
由植E期 1985 年 6 月 17 日;收到倍改稿2期 1985 年 9 月 17 日
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A:J<Olexp(gaa)exp(ga+2) 10) =1 0 (3) 

利用在文献 [2J 中用正规乘积内积分法可导出的算符恒等式

町川舟y如灿川川2盯悄怡w叩叩〉油焊阿时e但呵町叫x碍峭呐F趴内(ωgα旷川川忏+刊叫牛且勺乍〕}E d5与苟玩豆 叫τ母)问臼呵叫p[ -a<

(4) 
其中 λg 满足

Re(-~+f+g)<O， Re( ~-4J;~)<O;) 
v/ --.--，\-~+ j+g / ~-， I 
.‘~ (5) 

或 Re ~~ - j - g) <0, Re ( r- 41.~ )<0 0 J l ç -f- g! 

设 (3)式中的 g 满足条件 (5丁时，由正规乘积的真空期望值为零的性质和 (4) 式可把 (3)式写

成

A:J/、任丁苟~ = 1, (6) 

这是 A 与 g所应该满足的约束关系。对 (2)式以消灭算符 a 作用之，得到

a l! )-=aA exp(gα+且) 10)=A[a) e:xp(ga+:l)J 10>=2ga+~ >, 1 
(7) 

ep (α-2ga叫~ )=00 

记 b= τ(aι 2ga'+) ) 其中 τ 是某个实数p 则如果把 b 作为新的消灭算符， (7)式中 i! >就是新

的真空态3 记作 110)。从 a 到 b 的量子变换应是么正的F 这就要求 [b ， b+J =1J 即
τ!l [α -2ga\ a+-2g‘αJ=τ2(1_ 4g3) = 1, (8) 

比较 (8)式与 (6) 式给出 fz=ADO 容易看出 (6) 式有满足 (5)式的解 g=-th 俨/2， A= 

seeh 1 ， γ价实数)c 故得 τ=ch 俨，即

b =ach?"十 a+sh飞 b+ =a+ ch l' 十 a Sh 1' 0 

新的真空态现在记为 11 0)俨F 即表示与俨有关

"ρ吟州0吟队川〉λ， \2 --. J I -/ ~产7') n!2 

利用数学公式
~(2η-1) 11 
在飞 (2n) 门庸 、11-石'

;æl <1J 

可以验证 (10)式表示的 líO)，是归一化的 c 即

俨<OliO>~=l 。

不同压缩参数 r 的真空态之间并不正交，即

俨<0110)，.， = seoh川(俨 - -r') 0 

在躏足 (5)式前提下，以 exp(加2) 作用于，1 0>" 用 (4)式可得

(9) 

(10) 

(11) 

sech1 ， 2 俨 1 -th俨+飞
exp(λα2J ilO〉r=fexp(GB)iO〉。 (12〉

气li-+2λth r\2+4λth rr - I 

可见它仍是压缩真空2 只是压缩参数发生了变化p 现在要找一个变挟，能把 α 变为 bJ 即也
把 10> 变为 1'0)

UaU-l- b = ach 俨 +α+ shrJ UIO)= 1:0)0 (13) 

为此目的3 引入 α 的本征态即相干态

α !Z)=Z!Z)， iZ>=吨(za+-z.a) 10)=叫(-与二十旷 )\0)0 (14) \2 . -- J 
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利用相干态|纱的超完备性

j号 [Z)<2[ =1, (15) 

可把变换算于 U 写成

u=u.\生 \Z><2\ = r生U.叫(饵ηU-1U\O)<z\叫(-马~)
JπJ ，r;飞;c， .' 

=sech叫争吵(仇h川山)]exp(一千山)[附 1旺p(-J主)口 (16)
利用Baker-Hausdorff 公式和恒等式[2J

exp(、四飞 exp ~ßa+2) = exp侈的exp(βα+2十2βω+:exp(ω丁。 但7)

(ο16酌〉式变为

u-配酣毗ch1刊/凡句叫2".矿川(陪主呻 (z切f的川a+仇ω+、咄chr川rj π\2 ---- ---- /'-;"'- ,---r L 

f ..J_~ 

-22主川自俨十 (z!l sh 封/4~， =叫12r l午时一 [z[2+z*a

+za+secb '7" + (z !2 th .,. /2) - a+ aJ :, (18) 

其中利用了[2J

10)<01 = :exp( -a+a):J (:表示正规乘积)

用数学公式

j宇间因\21叫勺f(瓦= ( - :) f ( - ~)， Re叫
以及正规乘积内积分法可得

r ~+!l 

u=肥Ch1/2.，. :e叫-ZTth川巾h'7"一川JEMs

再用算符恒等式

exp( -i..N) = :exp{[e:xp(-λ) -1Jα+α}: ， N=a+a o 

可把(20)式写为

(19) 

(20) 

I a+2 、 I I ..L 1 飞 α\
U=exp( 一亏一 th". )呵I (内斗~ ) ln sech 1" Jexp~丁 tb叫。 (21)

此即么正压缩算符的正规乘积分解式，它是基于双光子态和么正变换的含义以及用了正规

来积内积分法得到的，而通常是用李代数表示论的方法来导出的口 以下列出的公式(26)对

研究力学量在压缩真空态的期望值特别有用p 例如用 (25) 与 (10)式可得

T ,.N 11 0),. ，<01: 二，.(Olja+a[IIO) ， =<O 1 (a+ - a th 9")叫 l-21th忡xp(-4二 th '7" ) L 2-- J\2 ---1 

x (a-a+ th 的 1 ü)sechr= th~r，. <OI[ (N十1) 110儿，

由此立刻得到压缩真室的平均光于数为

，<O~NIIO>扩 =8ωh2铲口

--、
压缩态演化和量子标度变化

(22) 

本节从(21)式出发讨论真空态演化为压缩态的动力学饥制D 为此必须考虑(20)式中压
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缩参数是时间 t 的函数的情况，即令

州 =241KSF)吨2ωt')dt' = 一川)} 得3)

其中 f(t)是外惊F 例如在四波:昆频相互作用中，它与光学介质的非线性磁化率有关，将(23)

式代入 (21)式得

U(t , to) =叫丘之 th2V)expl (a+a+挝ln 艇。h2Vl呵(-非h2Vt (24) 
飞 2 ---. r-rl\- -. 2r------. j 飞 2 ---. I 

它满足初始条件 U(to， to)=lo (24)式对时间求微商，并利用算符公式(见附录)

~ n! α"exp(vUB)=exkvd2)z :(2vd+G〉"-叫 ν飞 (25)
~ k!(鸣一 2k丁!

导出算符夫系
exp(va+且)=ι -2va十) exp (va+:l) , 

exp'~νa+ ::l) a2 = (a2 + 4va+ :I - 4va+α- 2v) exp (va十勺，

经整理化简成

去 U(t， to) = (a+ 2-a :J)U(t, to)V', 

如取f(t丁 exp(2iωt)=i.V(t) ， V(t) 为实函数(原因见下)则 (28) 式变为

4 去 U \\t, to) = [ α +刊2f州(t仙t刮问)沟e但x附ωωt轩)+十a'J f 

其中已经定义

={卡ex呼p(iHotωt均) U(t)a+z+j"(t 丁问αa2Jex习p( 一 iH ω }U(οt， to) 

=H/t)U(t , to) , 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

Ho=ωα+α 
~ (30) 

H1(t) =ûxp(iHω [f (t) α村 +f"(t)a2Jexp(-2iHot)o J 

根据表象变换理论可知， (30) 式表明这是从薛定格表象到相互作用表象的变换，而(29) 式表

明它是在相互作用表象中压缩演化算符所遵循的立程p 从 (29)和悍的式可以知道在薛辛格

表象中描写可以产生压缩态机制的哈密顿量足

Hs= ωα+α十f(t) α卡2 十f骨 (t) α2司

白相互作用表象中的压缩演化算符(24)式和关系式

Ur(t , to丁= erp (iH ot)Us(t, to; exp (- iHot丁，

可以得到薛定格表象中的演化算符
, ~+~ 

Us(t， ω=exp I u;.". 叫(-叫他2VJexp{a+a[iω(川十l叫川L 2 --r \ ----/ ---. J 

×叫-亏吾二呵
由此容易求出压缩哈密顿量的相干态转换函数

<ztlzoto>=<::;lú-B'~t， to) Izo> 

=叫; tUY[臼Z♂化骨

(31) 

(32) 

(33) 

+♂叫L卜-ω川:t 一 t句ωoρ)Jsech叫。倒
它表示在 to 时刻系统她于相干态，经压捕后在 s 时刻处于另一相干态的跃迁矩阵元。又设

a 
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系统在 to 时刻处于 H() 的基态 10)，则由波动方程

!t)=Us(tJ to丁 I to) , (35) 
得

î õJTT "..,....... r th 2V ~+!l ̂ ........ ( _ t),; _ ，~\ l Us(t， 岛) !O>=sech1 2V叫←1:;r a+!l e:x:p ( - 2iωt) 110>0 (36) L 2 --r '\ --~-/ 

压缩态的产生机制和量子标度演化的关系。

量子标度演化是指本征值为 q 的坐标本征态 Iq)演化为本征值为 μq(JL>O~ 的坐标本征

态 |μq)。可以证明压缩溃化算符(24)式正是起了这种标度演化的作用(当 V(均为实，即

铲 (t)为实时)，事实上，让薛定格表象和相互作用表象(用上标 ip 标志)在 t=O 时刻重合3 即

l q)= 忡，。沪，则它在演化压缩算符作用下为

Iq , t)i~=U(t， 0) 19, 0)馆 =U(t， O)lq)J

利用坐标算符 Q 的本证态 j q) 的粒子表象展开式
/ω\1/4 (ω202 ___ a+2

\ 
\q)=\; ) 叫言-+.... '2ωqι丁) I 0), 

Qlq>=qiq) , Q=(α+♂)j、信言，

此处己取了声=刑=1，以及 (24)式可把 (37)式写为

\ qJ 件阻P(子th 叶习[(内+专)ln回ûh2Vj叫(-号th 2V)( ~y/' 

叫一千户.J2c;qa+-子J\O)=σ(号)1， 4叫

(37) 

(38丁

(89) 

+.J2w CJ p. a+一千)1 0)= =.J;\时，←σl叫)J (40) 

其中 μ= e:x:p (2V) , sech 2V = 2μ!(μ2十 1) ，也2V=(川-l)/Cμ+日，并在推导中用了公

式 (4) 以及以下公式
f(的呵(-^-a+) = θ:xp( -Î，a+)j(α一 λ) ， e:xp( -Âa+a)fC的 =f(a+ß-A)exp( -Â.a+a) 。

(41) 

可以证明压缩演化算符对动量本征态|妙的作用为
Ip , t>~ = U (t J 0) 怡， ü)'1 =(11v'}L) I (pl l-L)), (42) 

即对 19) 和|妙的压缩效果互逆，因此压缩态的产生是伴随着量子标度演化的。 由于坐标
Q 和动量 p算符的本征值都是实数，所以μ要取实数J 这就是要求伊(均为实 (~p f(t)­
i ,exp( -2iω)也(价，也(均为实函数)的原因。利用坐标本征态和动量本征态的完备性可以将

压缩演化算符表示成

U饵，叫... dql川

或者

m←j二 dplp， 俨(p， 01 = J二。(1/~P;) 1ω/μ~ >也! 0 (组)
注意以土两式的最后结果与文献 [2J 中 (26)式相同，但这里的讨论是蕴含了置于标度的时
间演化，因此就物理内容比仅仅找到一个么正标度变换算符要丰富得多。以上讨论表明，用

正规乘积内积分法来研究压缩态的性质和动力学机制是行之有效的@
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附录

报

为证明 (25)式，注意到下式中令

z=x+iy, d'Jz=dx 句. &';<0 

时有

"'_"' z"ex:pGlzI 2+白+巾*+gZ"2)=( ':.. YI Ui_"exp('lzI 2 +如牛甲*+gs町〉j丁'φ..~\ I d 川2Z
飞 d~ ! Jπ 

6 卷

=( ~~ r (- ~)吨「斗 (gç~ - ~g1]) 1 = - ~ ( ~I- 丫叫 r !2 (g - f~ Y - ~: l 。 但)
飞 d4 1 飞 υL~l'''"'' """IIJ ~飞 d~ J --r L ，2 飞 2g I 2g J 

其中积分收敖条件为 IWC'+g') 气。， Re[~!l月'+9)J<0; 或Re(~-的 <0 ， Re[~'/(巳 -g)] <0。又由

( 击r 叫}...:r; 2引丁 = = 归叫! 但由刷r叫〕 俨川叫叫2岛叫k忱俨λ俨叫叫k~。 山
I k~ (凡一 21.:的)川! 

可且 (Al)式可变为

j宁内

= -(ι斗抖抖rγ:'n+川n+刊工 呵 r:斗旨(咄gg2♂暗点如二~) I阻艺 n叫~(均一 "77)"η呐W丁v冈俨川叫叫-斗4叫E汩叫k气"(g丘♂川E勺)严h飞。 (ωωωA却灿3盯) 
飞~ / " L {;:" 'v~ ，~~， J t='J k; (r. 斗的!

由 (A3)式及相干态起完备性和正规乘积内积分挂得 (25)武
ι，咱~ ~~ 

内Xp(IIG-) = I 号$$"，忡!町〈川')-: I亏:内xp( -lzI 2 +旷+内+lIs*2-a+a):

=exp(旷2) 豆 ~:(2va++的，，-21<.泸p
k~ 电 k! (n-2k)! 

其中 v的取值初看起来要满足积分(A1)式的收敛条件，Il.p Re( -1+ν)<0 或 Re(-1-v)<。而且ev<l戎

Rell> -1，实际上对 v就注限制了。
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Abstract 

By means of inwgral teohniqnes within normal product we have 的口died 血。

dyna皿ic mechanism of 七 11e genera儿ion of ~qtleezed sta古e and its intrinsio relatioDship 

with the qnantum scaling evolution. 




