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提要

通过求解相可论电子的运动方哩，根据电子在军束势日于中运动状主盯主吧，讨论了在具有导向在场可

变摆动 (Wigg:er) 场中电子与辐射场之间相互作用的均理过程.计算结果表明p 当摆Zf场强沿电子束叮恃

播方向i呈增，:'l导向j 硅场场强迫，在时y 可以最古自由电子散光器的能量转换贺率.

一、引

在自由电子激光器的发展初期，大多数器件所使用的磁摆动场』其强度和空间周期都是

恒定的。在这种情况下，器件所能实现的最大能量转换效率 8γm/γ 约为出

( 01'时'γ 〕 ~(47/γ) '"v (1/2N) , 

其中 Aγ/γ 是入射电子束的平均能散度， N 是磁摆动器的周期数。这样，就限制了能量转换

效率的提高己为了克服这一缺点，有人建议以可变摆动器来代替恒定的摆动器p 如磁场强哽

沿轴向变化的锥形摆动器[::lJ或是空间周期沿电子束传播方向递减的摆动器;飞另外p 实验

表明，如果在空间周期磁场上再叠M一个导向磁场y 在满足磁共振条件时，可使自由电子激

光器的能量转换效丰得到可观的提高c飞本文在单电子模型的基础上，通过求解相对论电

子的沿仑茨方程，讨论了在附加有导向碰场的可变摆动器中电子与电磁场相互作用的物理

过程，同时研究了通过改变导向磁场或摆动场的参数以提高能量转换效率的可能性。

二、单电子运动方程

设激光场(辐射场)、 \Yiggler 场以及导向磁场的矢势 AL， A由和 Ad 可以分别表示为

A L = AL:;:::' [ez cos(kLZ 一 ωLt) ~ e !l sin 卢L~- ωLt) ] J 1 

Aw=-A町、二、 '~e ;J; cos k u:Z -T- ev sin k由....，， 'J

A á = - (1/ 2)B ，yez 十 (1;2)BI~e"， 

(1) 

式中 kL = Cω fC)是辐射场的波数J k u: = ，2 :r λι，而 λ切是磁摆动场的空问月期 A.LC玛利

Aw(z〉分别是辐射场和摆动场的矢势的振幅2 在们假设 Lh(z) 、 Aw~z) 和 BI J〉都是轴向 {，'~.?t

z 的缓变函数，也就是说，在经过一个摆动周期之后，它们的变化可以忽略不计

手- A1Q <<kwA町 ~AιL<<创k儿町u;A旧Aι4
az α1，;;αz 

(2) 
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此外，我们还假设下述不等关系成立

BI'~A四ktD>>ALkLO (3) 

单电子的洛仑丧方程为

舌γ悦←一 181 (E+vx酌 (4)
其中 e 为电子电荷，响为电子的静止质量3 而 γ 为相对论能量参数， E=-(ôAjôt) , B= 'V 

xA, A 是场的总矢势，即 A=AL+A.c十~o 为了计算方便，我们己假设场的标势φ 为

零。

在上述假设条件下，同时考虑到电子能量沿其传播方向的变化是一个小量，则由电子的

洛仑获方程，求得电子的横向速度为

:r =Cle:1γ叫 [ALcω(kLz 一ωLt) - AV! cos k.wz- B lyJ J 

~ (õ) 
俨一 Clel/γm) [AL血(kL: 一 ω川-+-Atc sin k 1t)Z - B {x] 0 J 

鉴于由方程 (3)式所表示的不等关系，我们认为，相对论电子在摆动场中作回旋运动的

回旋频卒应主要取决于导向磁场 BI=B~(z)e:， tI!l 

。o=(leIB~/γ刑). (6) 

而电子的横向运动轨迹可以表示为

~= -r(t)∞sD认 y= 一扩(t)sinQι (7) 

其中叭t，)二是电子的回旋半径，是 t 的缓变函数。 (7)式中的"一刀号，纯粹是为了方便计算而

引进的，它对结果并无实质性的影响。

将 (7)式代入 (5) 式，经过简单汁算2 即有

I e 1 r A ~~( n ./. , ]. ~ _ _ ~\ A ~~~ i n./. 1. _ \ ì 万俨(h-FZ[ALm(Qot十kL'Z-. (lJ川- Au: cos.~Qot一儿ι | 
μ ， r A →，，~ • , ~ _-1." 俨 t\=To-J一←~ sin (Dof+kLZ一 ωLt丁一二巳 sin(Qot - kv.汀 J 1 'YmL ，Jω\J() ----,,

--v. "'u.-.'.J J) 

式中俨。是电子的初始横向位置，.Jω=口。一 ωL(l 一 βJ ， iJQ = Do- k,.zo 

相对论电子轴向速度的变化规律为

ii土 -JZJBJ 一五BII:)
dt 勺"7'1

l' e 
I 

\2 
E 一(zjUJLJL 十ku:丁 sin(kð+kwz 一 ωLt)

(8) 

十.A LkLB J-7" C (cos J20t 十 kLz一 ωLt) +AwkωBJ r;.(t) ωs~Qot-kw':刀。 (9)

三、基本分析

辐射场，摆动场和导向磁场通过与相对论电子的相互作用p 鹊合成沿电子传播方向作周

期性变化的空间势阱，于是，相对论电子与辐射场之间的能量交换3 等效于电子在此空问势

阱中的能量变化问题。

相对论电子所受到的洛仑茨为 F如 (4) 式所示，其轴向分量 F， 为

F.= 一 lel (vxB)z= 一 1 e 1 (V .L X B) " (10) 

其中 V.L =xe~+ye霄，是电子的横向运动速度欠量p 而 F. 对电于的作用结果，使得电子沿其
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传播方向形成空间聚束。根据 (1) 式和 (5)式求得

V 1- = xe~ + yev = ( i e I /γ7η)A'， l 

A'=AL 十Au: 十2Ad=A+AdO J 
(11) 

于是， F， 又可以写成

θr 1 .. ... .. .. 1 
j;'.= 一 ( 1 叫 气' γm; [A' x ('7 x A) ]产一 (lel :J/γ忡。二 I ~ A.A十A-ÁJ 1, (12) 

δ= L 2 -- -- . -- --.Þ J 

其中

tA A+A-Ad 

zf[Ait-11斗 B:， ('1:/ +y'2) ] - A山叫Lz+kw':: 一 ωLt)
+ ALB ,'1" (t ) sin (Qot 十 kLz一 ωLt) -A忧B，叫t) sin (k u:z - Qot) 0 (13) 

上式中的常数项 (1/2) [Al +A~+ (3/4~: B计~J 对 Z 的微分为零，只有辐射场、磁摆动场和导

向磁场的鹊合项才对 F. 有贡献。在力学中，作用力等于势能梯度的负值，即 F= -VU o 因
此，可以认为，方程 (13) 式中等号的右边的各辑合项看作是一个"聚束势" U， 即

u cc - ALAw COS (kLz十 kw:' 一 ωLt)

+ ALB ./'1"0 sin (Qot + kr:t 一 ωLt) -AwB，'7"osin (kw~- .Qot)o (14) 

聚束势 U 在空间以相速度 h 沿轴向传播p 当相对论电子以近共振速度 z二剖，进入摆动

场中之后，根据最小能量原理，电子将落入势阱而形成聚束，其多余的动能即转换成为先场

的辐射能，这就是所谓的反常朗道(Landaw)阻尼效应o

以上分析表明，为了提高能量转换效率，要求:

(1丁 势阱 [r 越深越好口由 (14) 式可知，这一点可以通过近磁共振(即 0。三::;kwu) 来实刑士

在近磁共振的条件下，势阱 U 为

U oc - ALAw cos tþ + B ,ALrO sin 告， 1 

1户 = (kw....!.-kL丁 z 一 ω1.L::

(2) 相对论电子束与势阱U彼此保持同步。 也就是说，在电子静止的坐标系中，势阱U

应近似为一驻波，在数学上，这一点可以表示为:白是匀的缓变函数。

上述两点 p 是我们设计具有导向磁场的可变摆动器的依据。

四、参量的最佳化

当辐射场的频率 ωL 给走后，我们将根据前述的近磁共振条件和同步条件来确定摆动

场的振幅 Aw 和空间周期 ^w) 以及导向磁场强度 B.I 的取值范围。然后，考虑到电子与场的

相互作用对电子运动状态的影响，求出各参量的变化规律，以实现尽可能高的能量转换放

率。

1. Aw 是常量的情况
在满足近磁共振条件的前提下，势阱 U在空间传播的相速虔与为

'V1l =ωι i (k，. 十kω) : (16) 

而根据同步条件，则要求相对论电子的速度 u 满足: 'U 二三旬， =ωL 忡L 中儿)，这样，就可以

, 
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求得导向磁场强度 B~ 和摆动场空间周期丸"之间的关系为

lelB I (-< . Î. \2~ 
(leJB~/γ叫运kwu， ~巳f- (1 十-i)=一 (17) 

γmc 飞 λL J λL o 

由于电子的轴向速度远大于其横向速度，即: u:>>叽p 则 U 可以近似地等于:

山 (σ)亏亡1/γ) :::= (0、巧仨ljγ。)， (18) 

于是， (17)式又可以改写为

B/~ (2~mc.J有-l/jel^ID)' (19) 
方程(19)式表明，为了满足近磁共振条件，我们必需根据磁摆动器的空间周期以及电子的初

始能量 γo悦CE 来确定导向磁场 B， 的取值。

对于磁摆动场恒定不变的器件，其能量转换效率受到限制的重要因素之一是:当相对论

电子将一部分能量转移给辐射场之后，速度将减蟹，结果，电于和场将逐渐退出共振D 为此，

可以改变 B， 或/和 λw， 以期在较长的时间范围内p 使近磁共振条件得以满足。

根据近磁共振关系: (J e J B，/γm)~儿Z} 以及能量的近似表达式:γ:::: [1- (z/C)']-l ， 且，当

轴向速度有一微小变化 dz 时p 它对共振状态的影响，可以通过调节 B， 或/和儿"来抵消， JW 

嵌dB~::::; 一沪等+苦的一γoU守+舌ι (20) 

(1) 若保持轴向磁场强度 B， 不变，即 dB， =O， 则有

(dλ1l'， λ叫骂 (γ~iU)aZ~ (21) 

由于电子的轴向速度将逐渐减缓，即 dz<O， 所以，摆动场的空间周期~在沿电子的传播方

向上应是递减的。如果我们忽略方程 (9)式中的各振荡项p 有

(LZ~ ←(~乙-ybAwBJ7oo(22)
\γom /λw 

将此近似表达式代入 (21)式，同时考虑到 cdt;:::;巾，即有

中一(长r 2$AIDB川Z， (23) 

解得

( 1 el\2 
1ω (z) =λ如何一{亏;zr)2MuBJWO (24) 

(2) 若保持摆动场的空间周期」不变，即 dλω=o} 则有

fI Z-1 eJA四k~r~ dz^ 
15.1 γ(lmo 

(25) 

解得

B I (z) :::: B , (0) exp ( - kz) ~ k= (1 e 1/7onw) Âwk;'-1"o, (26) 

也就是说，导向磁场强度 B， 应沿电子传播方向按指数衰减。 这一点在物理上是很容易理

解的:由于电子的回旋频率 D() 正比于导向磁场强度 B， 与电子能量 γ 之比: (Jooc(B，1γ). 

当电于能量逐渐减小时J Do 也就越来越偏离共振频率。所以，如果要保持 B，Iγ 不变，则要

求导向磁场强度 B， 应与 γ 相同的方式衰减。

2. 相五作用距禽 L

根据势阱 U 的表达式 (15)式，如果令 u=o， 求得
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l[kL(1- :)叫到=…→(命)， (k=O , 1, 2, ...) 0 (27) 

设势阱 U 的宽度为 L: Z=Zj-Z1J 其中句和 Zl 分别满足

;川hμ忖[←[kL(叫L(←(
卡 (28)

l山[卡h叫吨L(牛(←1寸)叶讪叫wJ• (忻川叫叶叫叫1)川叫宫4刊(怯命击-;)川口J! 
于是

Z=Z!l一俨 lπ /rkL(l-~) 十kwli 口 (29) 
L\ U! ..J 

现在考虑两个坐标系:实验室坐标系 Z 和势阱坐标系，2'，其中~'相对于 Z 的运动速度

为: v=v，e. o 亦即在 4' 系中 3 势阱 U 处于静止不动的状态，它的宽度 Z' 为

~' = Z[l 一(如F/c)B]1/20

当相对论电子以速度也 (U;::Ufi) 进入摆动场时p 它在~'系中的速度 u' 为

u ,,/ì--=' (-1: p/o)且/:::::u、11← (q;p/C) 且，
1 一 ('L卢 /c:.!)

(30) 

(31) 

这里用到近似关系=

因此，在势阱坐标系，2'中，电子穿越势阱 U所需的时间血'为

L1t'兰: (l' /u) 生 {Z/u 口一('t'p/C)2J} ，

而在 z 系中 p 相应的时间间隔 LJt 为

Jt= L1t' [1 一 (G'‘ F c)2]1AO 

(32) 

(33) 

于是，有效作用距离 L 为

L;:::; u.dt= l [1- (~'p..功勺 -3，':) 0 (3ι) 

将 1':jl 的表达式 (16)式代入 (34) 式 2 同时考虑到近似关系 kw<<kLl 即有

L= (kL 2/.: u )3:飞 (3.::; 丁

方程 (29)式相 (35) 式表明，对于给走的辐射场波长 λL 和电子的初始速度 1l， 有效相互

作用距离 L 将唯一地取决于摆动场的空间周期 λWo 现在考虑儿的变他对 L 的影响

/λ切\1/2 Z I 3 , \ 
=(一一)'-!-/一十一)仇。 (36)

\ 2j'L / λL (λ町/

(36丁式表明，当摆动场的空间周期沿电子传播方向边减时，电子与场的有效相互作用长

度L 也将随之变短。由此可见，虽然通过改变~时以在较民的时间范围内使得近磁共振条

件得到满足，但是，另一方面，却缩短了有效作用长度。所以y 改变参量 jh 并不是提高能量

转换效率的最佳途径。

3. "-w 是常量的情况

相对论电子进入势阱之后所损失的最大能量叩正比于势阱 U 的深度口因此3 在满足近

磁共振条件的前提下，为了提高能量转换效率，就要求势阱越深越好。 设当中=中"时，

u=u皿即令(dU ， dz) I !JI才回 =0， 求得中嗣为

飞g 中m= - (..'1:，十'J'l b 1) / (;\lA u. - b';,) , 

d (.. c 、式中 4ι=去 Aw) b 1= B ，;'1'O J ←Ebjs 以及 ^i = k L ~ 1- ~) +凡具有
(37) 
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Um恒。c-.LhA由西用中m+ALB，ro 垣n 中m= -ArÀ2[λl(A~. 十巧)一 (Awb'， - b IA~) 丁， 1 

λ:l = [(A~.+Âlb ，)2十 (λlA回 _ b~) !l]-言。 J

(38) 

(38) 式表明， Umin是摆动场强 B.L = Awk.ω 和导向磁场强度 B， 的函数。当 (~AvJð~) 和

(~B，/â7?) 与 (ôAwlðz)和 (θBI/ÔZ) 相比可以忽略不计时，即有

(θU /ôA I/)) =Az).~λ~ (.A IOÅl - b'j) [λl(A二十 bD 一 (..A wb~-- 的A~)J l 

-Az,Â.!l (2Â1Å w - bj) , 
~ (39) 

(ôU /ôb ,) =.A LÂ1^~(A :V+t..lb ，) [Â1 (A!，十叼) - (Auþj - b ,.A;D) ] I 
-ALÂ2(2J.lb , +A~) 0 J 

令 (ôUIθAρ =0 ， (ôUjôb ，)=û， 于是p 由方程 (39) 式给出

λ1λHAICJ.l-b~) [Âl(A~、十 b~) 一 (AlIl b~-bjA~c)J = 2Å1Aw← b~ ， 1 
~ (也沪

九lÎ.~ (A;I1 +Â1b I 丁 [λ工 (A!， +b)) 一 (.Å.tQb，- b,A:J)J =2t..l b ， 十A;(o J 、

(1) 若 A:，=飞的 =0，即摆动场强和导向场强均为常数，此时布

U min = - AJ，Âl、住节育口 (41~ 

从表面上看，只要采用足够强的摆动场和导向场，就可以使得势阱 U 任意深，而能量转换效

率也可以无限止地提高。但在实际上， Umin 的深度都受到两个附加条件的制约z 首先， B， 必

须满足由近磁共振条件给出的取值范围1 其次，根据(37)式可知

tgtþm=tg H kL(l-~)十kwl 币 1=-~o (且)L~ \ 也/ ωJ~tnJ A四口

由于 Zm 不得大于相互作用长度 L， 而正切函数又是单调上升的，所以要求

去74[叩- ~)叫 L 1 0 (43) 

此外，还有一点要补充说明的是:上述公式是根据方程 (3)式所表述的近似条件导出的，

因此，在确定 Aω 的取值范围时，还必须兼顾不等关系 B， >>Awlcω 二

(2) 若 Å~.+OJ 几手 0，亦即摆动场强和导向场强都是 2 的函数口此时，由方程(40) 式

整理后求得

舌 (A~.+吟)=0， (钊〕

亦即: (Å~+叼〉是一个常数。考虑到为了满足磁共振条件J B，;是递减的，所以， Â. 应是递

增的口

将方程l25)式代入 (44)式，即有

b， (db t/dz)=-A四 ~dAID/dz) = 一 λoAw巧"

ì -o= ( Iθ1/γ。悯c)k~俨00 J 
(45丁

外、
守

得到

b~ 十A!=λ!l =b)(O)+A~(O) ， (46': 

、
E
E
F
t
J

HAW 
JM h 成
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L
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1
」

(47) 

(47'，式的解分别为
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A..， (z飞一 λ[1十A1D (O丁 ]exp(2λoÀZ) 一 [λ- Aw(O丁 ~_l
笛 \d 一 [λ十A以O)]exp(2~咱'kt) 十 [λ --A \c \ 0) ] ' I 

~ (48) 
b,_ .... /')..2_可 _b ， (O) →AmLO)|

exp( -~λz) 0 b, bJ(O) ~-t"， .VU'-) 0 

而丸~=A~(O) +叼 (0) 以及 Aw(O)和 b ， (O)均可根据近磁共振条件和 (43) 式确定之。

综合上述，我们认为 B， 相 A甜的变化作用是不同的。前者是为了保证近磁共振条件得

到满足，而后者则是为了增加电子在势阱中的能量损艳比。两者相辅相成。

五、结束语

在本文中3 我们通过求解相对论电子的运动方程，恨据电子在聚束势阱中运动状态的变

化y 讨论了在具有导向磁场的摆动场中电子与辐射场之间相互作用的物理过程。计算结果

表明，当摆动场强沿电子束的传播方向递增而导向场强递减时，可以提高自由电子激光器的

能量转换效率。
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Abstract 

The an~ lytic e:x:pression for bunching pontential W :1S derìved according 古o Lorentz 

吨uations and the requirement 由的 the force be (q ual 古o the minus gradient of the 

pon古ential. The energy transfer be古ween a relativistic electron and the radiaιion fÌeld 

is equivalent 也o the electron energy variation in this space potential well, and 古he

maximu皿 energy lost by the electron in this po力en't ial well is proportional 古o the 

depth of the we11. 1n order to increase 也he energy transfer efficiency，古 is required 

t,hat the po切丑tial 飞;vell be as deep as possible and at the same time the electron be kept 

synchronous wi t h t be poten土ial ",e11. Tbese are the principles for designing FEL. The 

r' 
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calculaiion results showed: 

(1) rrhe axial magnetic fteld shou1d decrease ex:ponential1y along the elech'on 

propagation direction, i.e. B {(z) =B{(O)ex:p( -Kz) , where K =-.1旦- AIDK"，IJ"~; 啊， 8 
γ07nC 

and c are electron 的atic mass, e1ωtron charge and light veloci ty resp四tive1y;γo

is relativi的ic parameter; Aw and K ID are wiggler amplitude and wave nnmber, 
respωtiyely; and 1'0 is the average el四tron Larmor radius. 

(2) 1n contrast to 也he axial magnetic field, the wiggler 自eld should increase, i.e. 

Aw(z) =λ 因土三!ti7;Q)J e~λ山- [J.- Au,(O) ] 
\"/ - n [λ + A IC l 0) ] e!!w. 

飞，vhere'λ= -.l旦-K价。， λo = [1' oB J (0) p十 [Aw(O)J~.
γomc 

Mγhen the conditions mentioned above are satisfied, the FEL man operate better. 


