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一种新型的振荡腔 球体谐振腔

(1) 球体谐振腔的基本性质吨

钱士雄

提要

本文介绍了-种新型振蔼腔y 即由球体介质及其与周围介质的界面所组成的腔一-球体谐振腔.讨论了

这种球体谐振腔中的本征模式，本征频率以及腔中的内场.由此阐述这种腔作为激光振荡腔的基本特点.最
后讨论了由这种腔得到的弹性散射的谱和角分布.

一、引

本文介绍一种新型谐振腔一一球体谐振腔。它是一个具有完全球体结构的腔，激活介

质掬成一个球，而由激活介质与周围介质的球形界面提供腔所需要的反馈。这种腔具有极

高的品质因素F 且已从这种腔得到多种受激振荡输出口~330 本文先介绍这种球体谐振腔的

基本性质o

米氏 (Mie)很早就应用球体的性质讨论了球状颗粒对光的散射问题凶。当时米氏处理

的是小球颗粒，其尺寸一般都很小，大约与光的波长相当或甚而比光的波长还短，即 α三二λ‘
在散射理论中，人们常采用尺寸参数 ai， 宫的定义为

a;=2or:a!λ。 (1) 

3
-
c
μ
-
A
h
〈

K
V
M
H

四
日

O
A
F
-
H

W;t vu!川市民~h .11111 

Fig. 1 Elastic scattering spectru皿 of the spherical dropiet 
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对于半径等于波长的颗粒(在绿光λ=500nm 灶，半径 a 即为 0.5μm)，尺寸参数 m近似为 60
近来的实验和计算都表明白-7J 米氏理论对于大尺寸的球状颗粒仍然可以应用。我们

测量了半径在 25--40μm 范围的液滴对光的弹性散射。结果如图 1所示。散射谱中呈现典

型的散射结构峰p 且具有明显的角分布。这就表明即使对于大尺寸的球状粒子2 仍然可以具

有与小球颗粒类似的性质p 即它仍然是一个球形腔。在这个腔中可以存在电磁波的驻波。

由于驻波的存在，在驻波相应的勿值处。可以得到大的散射截面p 这就是散射谱中散射峰的

来由。

二、球体谐振腔中的驻波

在球体腔(球体谐振腔的简称)中波的传播比在平面法布里-南罗腔中要复杂得多。因

为在球体腔中3 驻波不再是两个反向传播的平面波的叠加，而是一种矢量球谐函数波的叠

加。从球面坐标的波动方程求解3 可以知道这时的本征矢量球谐函数驻波为(8，9:1

此n=帚归叫p，:(舰队(ρ)eo一叫叫rsO) 以ρ〉龟，

MO Illn =舌百ω呻p，:慨。〉岛(ρ)eø - sin叫 dP飞rg fG. Zn(仙，

瓦凡m「E=2半旦节手?乒μl008∞删8m叫叫m呻仇枫(叶叫叫1盯〉川仙叫 dP町飞;
一~ (2) 

-msin叫 P530〉士击队ω]矶， i 

瓦IDn 千叫价山川r十叫叫俨)垃川eØ
CÞP~l( 008 ()) 1 d \ 

一一一 [PZn(ρ丁 J 龟，因丑。 ρ dp L /,,"'n\. /,,: 

其中 M 和 N是两种相正交的本征矢量球谐函数，下标 e 及 o 用来区分具有不同的φ坐标

对称性的函数， n 及刑则表示矢量球谐函数中缔合勒让德函数 P:::(∞s(}) 的序号o 变量

ρ=kr， 其中 k 为球体腔中的波矢量值。 Z，. (p)是儿种球贝塞尔函数，即 j，.、仇、 hF 和 hf) 中的

一种(有时人们称它们为球贝塞尔、球诺尔曼和球汉格尔函数)，它们分别为

j..(ρ)= 、/飞可写了 Jn寸(ρ) ， 的(ρ)= 、々可写了Y叶(ρ))1
(3) 

M川ρ) =j，.(ρ)+肌(ρ) ， h~2)(p) =j，.(ρ) -iy，.(ρ)0 

(2)式中给出的 Momn"，Me mn、Nomn 及 Nømn 即是在球体谐振腔中可以存在的本征驻波。
当有平面波入射到这个球状介质球时，根据电磁场对应的边界条件，我们可以求得球体

腔内部的电磁场强度。可以发现3 根据球体腔的大小及光学性质(即折射率〉不同，这时某些
序号的球腔模可以在对应的波长扯得到极强的内场，这就是这个特定球体腔内实际存在的
本征驻波。

三、球体腔中的光场强度

假定入射的平面电磁波是沿 Z 向入射的，其偏振方向沿X方向2 波长为丸，如图 2所
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示。我们可以将这个平面偏振电磁披按矢量球谐函数进行分解

E，=Eo町(伽册。〉ee=22E，(M比-iN出)， (。

其中 E，， =Eoi锐 [(2n 十l)/n(n十l)J 即是模敖为 n 的本 z 

征矢量球谐函数硅波的系数。而 M 和 N 的上标(1)

则表示这些函数中的马(p)应取第一种球贝塞尔函数

j，. (p) 。

从电磁披的边界条件，可以得到球体腔(半径为 a，

折射率为向〕内的内场为

E1ntzz E"(。"MJii 一甜"NJ1i〉， (5) 

其中的 C" 和 d"是相应的展开系数，它反映了该模所对

应的内场强度，其值为

Z 

Y 

Fjg. 2 Scattermg of a plane 

waτe by a spherica.l cavity 

C..= μ1儿(a:;) [Xh~l) (a; ; J'一 J1r1h~l吃的 [a:;jμ刀
"向j侃 (n~:li) [Xh~l)(X) J' → μh;，l) (a:; ) [n~xj认nlX) J' ' 

} (6) 
dnz M~j..: a:;)[xιEV汀'一阳1hi气功 [xj..(x刀 ~.I

μnij" (nlaï ) [a:;h~l) (可7丁函瓦.ï)(x)[饥lXj" (叫x) J' ' J 

其中/JIl和 μ分别是球体介质和周围介质的磁导率，叫是球体介质对周围介质的相对折射

亭。

计算表明，对于球体腔来讲，可以存在的模的数目相当大。即使对于同一个模数 n， 在气

或 ι 谱中，也可以存在有多个峰值与之对应， IlP c" 或 d" 系数可以有多个极大值对应于同一

l日 rJ.. r
l..4 

s 

.J 

'i 

7 

4 
n 

!J 

~ 

fJ 

/1) 

11 l:! 
1 :i 

/ ~ 
A 

个模致。我们用序数 Z 来表示它

1j丁 z 写为 C" ， l 或 d".lo

图 8 中给出对于某个模数

n=200 的一部分共振峰。从图 3

可见，随着 z 的增大，峰值移向垣

波，而且变得越来越宽，内场系数

也随之减小。

表 1 给出了对应某一个序数

(1=4)的不同的本征棋的位置、

宽度及相应的内场系数 C" 和叭。

由表 1 可以看出，对于同一个序

数，随着模数的增太，本征模移向
lfiO l刷J 川 " 大的尺寸参数处。 即对同一个球

Fig. 3 Internal field coe由cients à.. L of seτera.l mod曲

with mode number 200 of the spherica.l 臼vity

滴(确定的的p 当模数增大时p 模

移向短波。 同时，本征模变得越

来越窄。当 n=260 时，峰宽度已经达到 10-9 D 这相应于很高的品质因素Q。随着摸数的增

大p 内场系数也急剧增加，模数每增加 10，内场系数几乎增加一个量缀。

从上面的讨论，我们可以看到球体谐振腔有它独特的优点，即极高的品质因素。这样高
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Table 1 Positions, widths and coefficien's (a.ll, d时 b n， Cn ) of the 
eige卫皿odes of spherical caγi勺. with [=4 

n z Jx α， d" z Jx bn Cß 

6ü 53.50 1x 1O-~ 1 17 53.12 5x 10寸 1 22 

70 61.37 lxlO寸 1 44 60.98 5 X 10-4 1 55 

80 89.187 8x1U- 5 1 121 68.77 8 :< 10-5 1 151 

90 ï tÎ .9ô 1x 1ü-~ 1 349 76.53 1 X 10-5 1 42韭

10') 84.695 B X 10-6 1 1x10:; 84.26 6 >~ 10-6 1 1.3 X 103 

92.4('6 5 X 10-7 1 3.1xl03 91.97 1:\10-6 1 3.8x103 

12'1 I }lrrJ ,C9 5 X 10-8 l 9.6:.;103 99.65 1 :< 10- ï 1 工 2 X 104 

13') 107 ， 76生 1 X 10-3 1 3.1x104 107.32 1 X 10-8 1 3 咽 7 x 104 

115 ,4li 4 X 10-10 l 1.0 X 105 1H.96 4 X 10-10 1 1. 2 X 1u5 

150 123 ,056 3 X 10-11 1 3 ,3x 1已5 122.60 5:吃1-) -11 1 4 X llj5 

160 130.682 3 X 10-12 1 1.1 X 106 130.23 1 >: 10-11 1 1. 3 X 106 

1,0 138.298 1 X 10-l~ 1 3.7 X }C16 137 ,84 生，飞 1 ' } → 12 工 韭.引>< 1i)6 

18D 145.90 <10 口 l 1. 7 X 1 ，j丁 145 .4-l: <1u-1:' 1 2.1:<1'J7 

190 153.49 <10-12 1 5 ,9x107 153.03 <10-12 1 1.1x103 

200 161. 08 <10-12 1.1 X 108 160.61 <10-12 6.3x108 

的品质因素在一般的法布里-西罗腔中并不容易得到口这是因为法布里-前罗腔的反射镜很

难具奋极接近于 100% 的反射率。 而在球体腔中p 这些模都是表面模J 从电场分布可以知

道p 高电场主要集中在表面附近p 而在球体内部则场要小得多。模的表面波性决定了这些驻

波可以利用去面处波的全反射特性而得到极高的反惯3 从而使得球体腔内部的驻波场可以

远远大于球外入射的光电场或出射场:球体腔的高品质因素使得它可以应用于有广阔增益

范围的介况即使介质的增益极小，也有可能在球体腔中产生振荡而得到受撤输出q

其次，这种球体腔的尺寸可以很小，对于 Z二2ω 的膛，波长λ=500nm的光子在腔内的

回转时间(指光子在球体的大固上运行一周听需的时间〉只有 O.3ps o 这个时间远远垣于一

般自发辐射的寿命。正因为如此，各种自发辐射(白发荧光，自发喇曼散射〉都在日J能在这种

球体腔内得到干涉加强J 从而发射具有模结梅的输出口030 再者3 若希望从有极短寿命的增益

介质得到微微秒量级的受激振荡，这种腔自然是一种理想的激光腔。

四、由吸收介质组成的球腔

上节的讨论适咱于由完全元吸收且具有完善球体结构的介质所组成的腔口 但实际上，

介贯不可能是完全无吸收的，界面也很难是严格的球面。在这一节我们讨论当介质具有吸收

时的情况。

讨有吸收的介质J 其介电常数为复数p 则可以把光学折射率也写成复数形式

110=ηR 十 il(， (7) 

其中 K 是介质的消光系数。 K=(αλ/4:n- ,: )其中 α 即是吸收系数。消光系数的存在p 使得球

体腔的内场及腔模线宽发生很大变化。

根据内场公式而)式p 我们可以求得在有不同的消光系数时球体腔的一些本征模的变化

情况。例如，对序数 l=8， 我们求得模数为 160、 200、 240 及 280 的一些本征模在消光系数从

" 
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Tιble 2 Cce白cient G ,.. and ιof senral eigen modeSl of spherical ca \"ity with 1= 9, 
as function of the e.x ti且ctio且 coe面dent K of medium, (fì1=1. 36) 

101 

飞\\\B\|| 
160 2üO 240 280 

a" d" a" d" a .. d" a, d民

10-4 0 ,045 2.5 - 一

10-5 0 ,322 18 5x 10-4 0.85 - 一

10-6 0.82 47 5xI0-3 8. 韭 2.7 xlO元 0.18 一 一

10-1 O ‘ 98 55 0 , 05 81 3 X 10-5 1.8 一

10-B 1 55 0.35 55 ,) 3 ><}0-4 1& 0 ,3 
10-自 1 ':,6 。 .84 1. 3. <1伊 3 X 10-3 180 I &:<10-7 2 ,9 
1 (1-:自 1 56 O.~8 1. 5;气 102， 0.02 17X10isdlt 29 
10-U 1 56 l 1.5x103 0.21 1 .4 x 104 I 8 >-: 10-5 2.8 :<102 

1(， -1~ 1 50 1 1.5 X 103 0.6[, 2.8 >( 103 

。 1 56 1 1.5 X 103 1 6.6 >、 1 ()4 I 1 3. ~< 11)6 

10-4"" 
10-12 范围时的宽度及内场系数值3 如表 2 所列。

从表 2 可以见到，随着介质吸收的增大3 球体腔本征模的内场系数 C" 及 ι 急剧下降。
这种下降对于高模数的模(就同一序而言)，亦即具有高的品质因素的窄摸更为明显3 使得一
些商 Q 值模很容易为很小的吸收所悴灭。

五、弹性散射

对于具有连续光谱分布的入射光J 由半径为民相对折射率为阳的球体所散射时2 可以
在一些波长 λ 处得到散射峰。如果我们仍取偏振为 X 向的平面入射波，则可得到散射光场

的公式为

E8=~Eμα"l\~An - bnM:，~， \ (8; 

其中函数M 和 N 的上标 (3) 表示在 (2)式中的马(ρ〉应取第三种球贝塞尔函数 hr/'(ρ) c 也
和 L 则是棋数 n 的本征模的散射系数3 它们由下式决定

ι一 μnfh(nlz:l[呼，， (x)]' 一 μlj"(a::, [nlxj" (nl:l)) ] 
μn?j"(叫到 [Xh~l)~z) ] 1_向jnv;hlZAAULn12月 I

- , l 
~ (9) 

b.=一一时"(η卢) [xj..( a: :'J'一时Ð( ::V) [nl ::vj ,, (nlx)J 
" μ1jn(n12)[zhLEJ(2〉]'-μh;，气叫 [nlxj山1卢ìJ' 0 

可以见到，散射场系数岛和 b.， 与内场系数 dn 和马两者具有同样的分母因子J 所以它们的
峰值自然处在同样的波长位置。 即在满足共振条件的波长处，入射光可以在球体内部产生

极强的内场，因而也可以得到强的弹性散射。

我们计算了相对折射率为 1. 36，尺寸参数 z 在 330"-'345 之间的球体的弹性散射截面

Q酬，结果示于图 4二由分析可知，在相应于这样大的尺寸参数的弹性散射谱中，主要是高序

数的模的贡献，而低序数(Z=l， 2J …等〕的模由于线宽太窄而未标出在图中。在实际中，由

于介质的吸收以及界面的非完善球面性3 最低序的模也不易测得c
我们测量了球状液滴的弹性散射的角分布。测量结果呈现十分清晰的叶状结构二由于

!!!!!!I:o.. 
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液滴的半径为 25 "，，40μm，对可见波段的光波，这相当于尺寸参数为几百，因而在整个 180~

散射角范围中存在着大量的亮叶。 图 5 给出了波长为 532nru 的绿光的弹性散射的角分

布，这个角分布是在近前向的散射角处记录的q 可以见到，在约 10:) 的散射角范围中存在着

23 个叶状结构，其强度随角度增大而减小。 如果采用氮-氛激光照射液滴，也可得到类似的

叶结构J 只是由于波长不同p 叶状的数目也不同。

当存在吸收时， 从麦 2 可知，这时弹性散射场的系数 α月 fib，. 随 K 的增大急剧降低，表

明弹性散射强度随之减小。

Fig . 5 

论

从上面的讨论可以看出:

(1) 球体腔是一个特殊的腔，它有大量的本征模。

专:!:
.:;~ 

...l­
/、、

这些模有相当高的反愤和很小的损

耗。

(2) 球体腔的尺寸可以做得很小。极短的腔长相应于很短的回转时间 (ps 级)，这可望

用于极短寿命的增益介质的振荡腔。 同时它也使得许多自发辐射谱都可以具有模结构2

(3) 计算表明，球体腔内具有极高的光电场，这样强的光电场自然极为有利于多种非线
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性光学效应的产生。与腔的谐振性质相配合，这种腔是十分股引人的。

在本工作过程中，得到 Yale 大学应用物理系张国鼎(Richard K. Chang:教授的宝贵

指教与帮助;同时，作者与 Jndj古h K. Snow 也进行了许多有益的讨论J 对此一并表示感谢。
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A new type resonantor一一-spherical resonant cavity 

(1) Basic characteristics 
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(Receh-ed 18 June 1985j 

Abstract 

Thjs papC' T presents a new type re吨。n:ltor--一叩herical reSOn8nt ca\"it了 J whkh 

consists of a spheric medium and its into.face wlth SUI咱l'oundîng medium. 'J1 he intrinsic 

modes
J 

lllode frequenejes and the jnter118] field of tbis ~忡忡k.9 1 C2.yity are discssed. 

It 1S poin也ed out 也hat this kind of Cayjty can be USE'd i1S a gοod Op古 ical resonan t-or. 

Finally，古he 9pectrum and angular distribu~io I1 of elastic ~cattéring fr。皿出e spherlcal 

droplet are gi,en. 


