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二次型径向折射率和增益分布介质中

高阶高斯光束模式的严格解析解

张瑞林
(南开大学物理系)

提要

升1文在缓变过包结进 I';'j， (8γEA)丁导出了具有二次主任向纤射率町增益!损耗丁分布介质中高~f'笃守

7t飞哼播汪古的严也一段解 E开悟和稳志解.结出了几种与南恃珠情75白→:自主解相信三辆 ~J显示表式. ~i 

z含了本理古在具有这类介flß:ft学谐振腔、光;生导和光学M 号器件中的可能!:2唱.

一号|

三次型径向折射率分布类正透镜介质光波导是传输连续波高斯型光束i皮形畸变最小的

披导类型之因为在这类介质中允许存在高斯型光束传播技模的严格解析解和存在光束

光斑大小和波前曲卒半径与传播距离无关的稳态悖th330 夫于激光束在二次型径向折射卒

或增益分布介质中的传播问题p 已有不少理论与实验研究E护1130 早期文献 [4--8J 利用缓变

披包络近似) (SVEA) 求得了这类介!员中的基模高斯型解析解y 并用于研究在具有这类介囔

光学谐振腔和光波导中的 i皮模 τ 文献 [9J 得到了类负透镜介质中高阶高斯光束传播 j皮模拍

严格与手析解3 并用其讨论了类负透镜介贯一般球面镜jt学谐振睦相分析了气体激光程中的

热远镜效应对激光模式特性刊输出功辛的影响p 理论分析与实验结果很好地向合。文献 =10J

讨论了复关透镜介页的复宗量~米一高斯和拉盖尔一高斯型解且其在光学谐振睦中的可能;主

用 P 但其中未给出一般解的具体表式和进行深入地分析。

本文的目的是继续工作E的进一步讨论同时具有二次型径向折射率和增益(损起)分布

介费中传播波模的一般解析解和毛主态解，并讨论它在具有这类介质的光学谐振腔p 光波导和 4 

光学双膏、器件中的可能应用口本文所得的解为实宗量厄米一高斯或拉盖尔一高斯型函数琅

式，宫不仅与特殊情形的经典结果较为谐调，而且在实际计算中也较为方便，

二、自阶高斯型光束传播波模的严格解析解

考虑一激光束在具有二次型径向折射率和增益〈损耗〉分布而轴|司均匀介质中的传播问

题e 假设光束在介质中互传播常数的径向分布具有如下函数形式z

K(r) =Ko土 K~'r2J

其中俨为介页中某亨、至Jt束铀线的距离，

Ko=x(j 十 .i ClQ， K ~ =}(:l十阳岛

式中1<0 和 α0 分别为均匀介质的传播常数和增益系数的半惶。
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假设光束横向波模的电场分量 E(r， ::)具有如下函数形式:

f ;1 17" ，4f~\ I ,;' DI_ _\ I ( Ko 1 、:2 II 
E(1'， 叫 =0(1'， z)呵t-i l KoZ +A(z)刊B('T， 的 +LE:27-47亏丁)T 」 JP

式中 lF(z) 、 R(z) 租 A(z)分别代麦光束的光斑大小、波前由率半径和相位因子，而国子

B~rJ z) 和 C饵，引与光束的强度分布有关。将 (3)式代入麦克斯韦波动方程，采用缓变波

包络近似p 我们导出了在具有二次型径向折射率和增益分布介质中高阶高斯光束传播证模

式的 J般严格解析解。其结果如下z

矩形对称情形

俨2 2_ , 1 , l 
Emn: :l:, yι， ←E趾0μ巳叫立川p川1叫叫问叫l 二寸 亘~+气}77φ虹mnμ(阳Z引， yνP 川E、 |什十 Cι虫r旦凡ιψ叭叽川，打扣γ们/. ( 1: , 

× E旦旦 G':忖i忖，-(m…m肝…+忖川叶十工￥1丑ι且ι.n(巳兰4三 x)川)IIn (眨豆空互巾1)(一」:LL}
lY - 川飞 1F ~ I \ 日，'//~-~L\ W~ ::.)1 

xexp• )(0 (z-~二气)← (m+n+l \φ 〔z咐，I -\4且-z ì/ '~， ~ -'~'JI 

其中 H1'l 和 Hn 分别为川和 π 阶厄米多项式p

(引

G(z) 
q2 、/1-201 ..Zi ← Z~) 十 402Z1Z11 1 (Oî十 ιT艺、Zi -r Z~)
E十ο2Z1十 I~qi十Q;-Ol)Z;l 十、 0:111 - 01Q2) (Zi十 2;) , 

(5) 

日l;}.I，~ Z\=之三~一 1十 2 : q 1Z 1 - q 52Z:J ~ + (qi + qr (Zî + Z~ '72 , '72\ I (6) 
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以上 (6) 、 (7) 和 (8)式分别为光束在二次型径向折射率和增益分布介质中光斑大小、波前曲

事半径和相位因子的轴向扩展关系式。

困形对称情形

r r 泸 2..:.:./ , 1 ,... .TIII , 1 
E，(飞机 z) =Eoexp1α。 I z +一一一一←￠以r， 约 I-02W"，(俨 ， z) ~ L-V L- ' 2且以 Xo - p' , ', - J J -.., - ". V , - J J 

x ~:_oρ专(211+ 1+ 1 ) (.J 2γ Lj _~ ， r2ìexD( 俨2 、
百T~ u-td 飞w- 叮 F飞百?':J门exp 飞 百可zjJ

xexp{ -i[)(o(z十舌了)十lφ一 (年十l+l)酌) J} J (川
式中 L~ 为 p 阶拉盖尔多项式 vr注 、 R(z) 和 φ〔zJ 分别与 (6) 、 (7 ) 和 (8)式相同，而因子

Øfll ~扩J Z瓦; 相豆1Jfp别t八二\.'1盯7

口 r' L~_1 ( .~q 1'2) ')~~ I .Lj;-ll 丁王'T'2伊 j 
i/JfJl忡， z) =二二24p+1丁 l fJ J W-2(z〉巾，

It\)ι吨 Jo L~l W~ r!2) 

~2 ...L.，.2 r. L~-l( ~2 泸)
'I[f p4 (俨 ， z) =乓二旦旦(p+Z) I -~-/飞 r !- W !1 (z)dz o 

...~O LU-一主...，，-2
Jo -"\ ~V2 

在 (4) ^' (13)式中其它参量的表式分别如下:

n ~inh 2αz十 b n SiD 2bnz Zl: zβ-2 l.(.l n .:;o l -l ~~'::"Unw'-VnO~ll ，，" Vn~ , I 
eosh2α，.;: +c()s2ònz J I 

a" sin 2bnz - bn sinb 2αJl Z~ (瓦 =β-2 附
∞sh 2a"z 十 C佣 2bnz 'J 

ql2α。~~ , 1 
= Ro 习工可. lV~ , I 

qgE-iι.11 
4十afl lr~' 

01 = β:: C()S 20J O2 = β2 sÌn 20; 

rβ仰。十卡)， b，， = βsin (0+ ~ n) (η=021)§ 

β=(在主)1/" ，

1 J.__ - 11 Ì'!，向 -αi)"oJ 1 ð=丁 tan-11.!;
二 L XO}{:J寸 α。α~ ...! 

曰72 _ 4xo sính 2 b例如十 gizlEGnqo
"。一育工~- b"sinh劫巾十α"sin2α ，/10 J 

R ,)= 2 ì(o:' 5mh 2 b"qo十 sin2α"qo
υ \α(jbn-xoa" sinh '2 bηqo+(α。也十 xobn ，; s血岛内叭'

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19丁

(20) 

(21) 

qo=专叫 Ko=2元川 (22) 

式中 ω。是在均匀无吸收介质中激光束腰部的光斑大小，Äo为其波长 n=O 和 1 分别对应于

类负和类正透镜介质情形。
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下面给出几种常用特殊情形的显示表式2

1. 基模情形(m=n=O 和 p=Z=O)

r I 泸 \1 耳TO r;~ ____(飞
Eω(侈J Y, 1Z) -Eo(rr， 伊， ~) =Eo叫阿( z+古R:z;J J了 Gr.， expC - w号))

×叫-巾。 (z+示巧)-ØCz)]} ， (绍)
其中 G(钧、 W2 (z) 、 R(z) 和 d>(功的表式分别与 (5) 、 (6) 、 (7) 和 (8)式相同。

2. 蚂匀介质情形("2= 0:2=0)

矩形与圆形对称均句增益介质中的←殷解分别为

r r 俨， 2 ri,'\ 11 曰ln TT (、/2\( ... /2 飞
EmnCx , 1/， 到 =Eoexp1α。 I ~十一一一十一-emUz y , z> l}-lE (-7 叫E帆(兰兰 y)l ~L -, :!.R ,' z:' . 1(0 -",..\-, ::f' -/ Jj 问"飞 lV M) 飞/

P(一」L)叫-i 归。(什」二)-(m叫什〉。〔zjji i均W且 (z)/--rl \2 飞'1，)/ \，'~"V.~" - ，，~， JJ 
和

E'l(If, qJ，叫oexp{~ [叶圣γ去帆。J}非(手归(语言泸)

xexp( -语写)exp{- i ["0 (什示对+llfJ- (2付Z+l)岳(z) J}} 

式中

W2 (z ì = lV~ll + ( ~鸟y三Tl.
、 f 、 L\ :Xi) --- Cl.;) I n' ó J # 

(26) 
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H，，('--.三川|
\ß~ -1 J 

t)~_ î L~_l ( ;;j !f:l) 
tPfJl 忡， AEJF与 (p+Z) I ~飞 r 二、~W气z)dzo (切)

""(1 I 吨 Jo L~.~甘"2'1'

在 (26) '" (28') 式中 wg 和 Ro 的表式分别为

wtzJ鸟 qo ， Ro=车 qo，
""ú î-....ω~ 

1 ... 
qo=EMEωOø (31) 
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3. 类透镜介质情形〈α。=的 =0)

矩形与圆形对称类正透镜介质中的-般解分别为

M" (X~ y， 乞)EWO E (JE}(、/言 )exp( - 1 J，~2 _\) =now 网飞7叫Hn 飞 w- 叫叫 w节)

xex叶i [ )(0 (z斗长百)-川
和

Epl ( r , ({J， 卢ED 号'一 (三Fh(击叶叶舌讨
xexp{一个。(什垃:.! ::: ).1伊 - i2川+叭。 J} 1 

(33) 

式中

r (2Z \ _n _ " l 
11 . ~τï'f-2 1 - ß:JZ :J 

1 WEIrz 飞 =日~~t 1 十\飞 一一一|'1 -
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1 寸 j:):JZ二」
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其中

Z(z丁 =β叮anβ二 fV，~=主 β1 tanhßqOlβ气层，
}(o l )lQ 

类负透在介质'情形的有关解与文献 [9J 中的相应结果相同。

(37) 

三、稳态解与类正透镜型介质光波导中的传播波模

在本节中讨论具有二次型径向折射率和增益(损耗〕分布介质中传播波模的稳态解

(dFVZ / JDA\ 
气1:::寸了:1. =0)。显然y 稳态解光束的光斑大小和波前曲率半径与传播距离无关J tSi 

此可以用来描述光波导中的传播披模。由稳态条件求得…般膏、态解如下z
矩形对称情形

l' 厂 俨 2 寸 1 
E，，'，认必 ， y， 二 : =E0 8Xp 忱。|二十寸言斗一~ Ø;,

O,;( X, y , ~丁|十C巳zrf11' l 〈 Ip ypz)V ..:;no ;1(0 J 

XG;pt 十， -" 1 
;: " I1.., (二7dH{2:;王山xp(-J(}ex川-fxof，

m\lVo 
~ J~~ n 飞 H'o 扩r

ι

l:"\， lr~ J
ν~l:' l V "'U 飞

十三iiJ- L叶叶1φ1"J)， 二38;

其中
Go~ ;: : ' = e- 巳b气 飞39

、

(40) WL」ι1"---..--，，一
~(j-← a~ ClO 



1 期 二次型侄向折射率和增益分布介质中高阶高斯先柬模式的严格辑析智 39 

R(,= 
bo 斗二"\J ao 

?t() 

Ø(制 ，
~ Z ) = αOZ 

(41) 

( 42 '1 

丽

rγ 1"'/玄\甘 i .J丁5\ 「
? 且m-2 ~ UT" 叫 且侃-::飞 H丁叫|Ø~，?~(!X， YJ :<:飞=之主旦2.r m.( 'fn -!飞 飞 J L 十n(r卜 1) \一/|

呵呵l' "Rm(非) 二 E叽(亏73g)J

( 431 

r J{m-;J主:兰克 H←:! (三三1/)
二十α~ I ~A I ‘ μm-!] 飞 Wo ;<.'} 飞 !I' I 

tFfJ3g32?一一|qm-1 / 飞 、~+川t-l ; 飞 '011173zy
2元。 u 1" ... ./ 。飞/.... ~\ l l H，n(话τ x) lIn(话é~ 2/) J 

(44) 

式中 ao 和 bo 由 (17; 式给出6

圆形对称情形

r 俨2 2 _ '^'" , 1 , 1 
E (;;>( 'T') 伊 I z) =E(} e主p i ~l z+ 豆豆;丁φ 3 3 ( 俨 zρ飞 1-0阴E夕叫叫叮叫'iJf"叫叫町町E二山扩护川p!扩护j「户}川l

X Gj (肘l叫 ( J ii互 JOY V.，(立- 川exn( - q"二)exT> f -i, r x,, (Z U 、 " j 飞日飞 I -1'飞 lr~ . / --1\ lVz， J~~Yl ~' L"U\'" 

十三去)+←归于]FO}(z〉 Jjg LG) 

其中 Go( z丁、研71、 Ro 和 rþ(I) ) (z)的表式分别与 (39:，、 ( 40 ) 、 (41) 和悦之) 武相同，而国于

GPY价， zJ和 vr(俨J z〉 则变为

Cl,. L~，-l (兰T叫
ij llb‘ J ..丁=千鸟 '~ p十 l: 一飞 ? -w{; 气，

d斗αf77f4\
一1\丁r( J ) 

~2 ...L，.，2 L~_l (在 r:!)
町、 z) EZF旦(p+1〉，丁" 、 ~H帘。(的

，~o L~，(手γ2)

以上是类正透镜型介质中的一般稳态解。类负透镜型介质情形不存高斯型光束稳态解@

下面给出几种常用特殊情形的显示形式:

1. 类正增益遗镜介质中的稳态解(αo=Xo=O)

矩形与圆形对称类E增益透镜介质中的稳态解分别为

(46 :' 

E~队川=Eo叫苦 'W~，?~ (ZJ 'Y， 府 (m+n十叫苦zJHn.(在 x)叫好v)

xaxp(-元户寸勺。(z十去)-(刑十几+MO]zi jj {48 

和
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EF价，川〉 =Eoexp(-f7 町)价， ::)一/川+工) )374(舌。tLL(击斗

xexp(一朵)臼p卜 'i[叫什击)十LqJ- (2p+~十 1) cþ(O)(z) J}) ': 49) 

报学学光40 

(.50) 

(51 丁

W~=2j辜，

Ro=2 ，/去，

VJU)ztyf号?z

式中

13:.! ' 

53) 

r ( ... ./ 2\/、/言 \1
τ:-1 .., Hm斗万「 Z) HJ 百r- y ) j 

v川3 岁， hVEZ|m(m-1) ~言。\/牛内 -17 /二j <|
L H mC w: x) !l n \话; v) J 

和

(54) 
fτ 飞 L~-l(丁?扩)哼

273〉(俨 ， z) =电/兰牛 (p+J / 叶
';""'0 叫 τfzq2

类正透镜介质中的稳态解川 、α。 =αj=O '， '

提巨形与圆形对称类正透镜介质中的稳态解分别为

E ,:,'" :.i:, y , ;: =EoH ", ( 立主 x)Hn( 旦旦 υ)exp( -工;" -}exp{ - i [x n 飞 ~VO - /-- n 飞 ~VO ‘ /\fV~ r~t' 

一 ; 刑十 n寸 l;Ø刚 (z) J } 

2 

(55) 

E;~ ，-.1"， 伊， ==Eo(话。 L~， (讨巾p卜云云) {旺p- 'i-[:>I'oZ
十 1伊 - ， 2p→- l 寸 1)4)山 (z)J }, 

和

(56) 

"'3=2Ur-L , , X(':元a

其中

(57'1 

(58) 

Bu=cc" 

Çþ (O) , z' , =..1 主主 ~O
, )!o 

四、结论与讨论

本文得到了具有二次型径向折射率和增益〈损艳 、}分布介费中高阶高斯光束传播波模的

一般严格解析解，并给出了光束光斑大小、波前曲率半径和相位因子的轴向变化的一般关系

式，它可以用来分析具有这类介质光学谐振腔的模式=对类正透镜型介质，本文得到了光束

光斑大小和波前曲车半径与轴向变化无关的一般桂、态解，它可以用来近似地描述具有这类

介贯光波导中的传播波模。稳态光束的光斑大小只与法导径向折射率和损耗分布的光学参
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量有关p 因此通过调整径向分布光学参量可以按理要求来设计不同光学传输特性的光披导。

本文所得到的一般解和稳态解为实宗量厄米-高斯或拉盖尔-高斯型函数形式。它在某

些特殊情形的解与已有的经典结果符合。由本文→般解不难推得，对于 m=O、 1 模和 p=l

-=0 棋，存在径向增益或损耗分布介质中的光束强度分布与通常厄米-高斯或拉盖尔-高斯

光束具有相同行为:而对更高阶模，其中某些模的零强度节线消失和波前曲率变形，这与文

献口。]中复宗量解的推论一致。此外，本文结果与经典理论较为谐调和更便于实际计算。

最近实验表明mAS3，在考虑光束横向场分布的热敏性材料光学双稳器件中有必要考虑

介质径向折射率和服收分布的影响。本文理论也可以用于讨论这类问题。

作者对此寿春教授的热情鼓励与帮助谨致谢意。
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Abstract 

The exact analytic and 的eady.的a如 solntions are derived for high-order Ganssian 

beam propaga也jon modes in media with qnadx且ic radial refrac古ive index and gaìn 

(1088) pro:files based on 古he slowly varying envelope approxima古ion (8VEA). Explici古

expre回ions of the Bolutions are gjven fo~ some u.seful specific 臼.ses. Possi ble application目

。f the present 也eory 旬 op古ical cavi妇回 and wavegu.ides wi也 snch media and to 

pro blems 0 1' Op力ical bistability in ca.vities having media with quadratic radial index and 

absorption profile are discussed. 


