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非均匀媒质的变换矩阵和流图结构
民
丁

建 王绍民
〈上海市激光技术研究所) (杭州大学物理系〉

提要

东文从考虑、媒质的径向和轴向的非均匀性，导出了相应的变换矩阵和流图结构.应用于空气折射率
梯度对激光准直的影响和不均匀泵浦引起的激光器附加衍射损耗.结果表明.轴向折射率梯度在-定条

件下可以补偿径向折射率梯度的影响.

光束在径向非均匀媒质中传输的 3x3 阶矩阵和流图已经给出口飞它能方便地解决光在

径向非均匀媒质中传输的复杂问题。仅考虑轴向梯度折射率媒质内的光线微分方程的几种
解析式也已得到E230 然而，在许多实际现象中，径向的非均匀性和轴向的非均匀性总是同时
存在的，而且它们是互相影响、牵制的。事实上，在设计梯度折射率透镜(3]和研究人眼晶状

体的折射率分布(4]时，人们已经考虑了这个问题p 但因未得到解析结果，对分析和解决多个

光学元件组合连接的问题就显得不便和困难。而用矩阵和流图的形式则可方便地解决。所
以，有必要给出同时考虑媒质的径向和轴向的非均匀性的变换矩阵和流图结构。

一、饵衍， z) 为不可分离变量型

光在变折射率媒质 n(俨 ， z) 中传输的微分方程的形式为

1s [n(". , z) 芸J=v巾， 纱，
取 z 为光轴，对 n(". ， z) 的折射率分布在通常情况下可展开成级数形式

附F ←另Fnjμ(怡gψ〉汁tf;=叫陶(zωz吟)汁十问以(训十均以(ω2均)冉.….川，飞 l

叫以咐(z←主》叫句♂乞川川
令扩κ巾(z乞←主 α肌再由(仰2刽以)λ、〈ωD队，并考虑傍轴近似s 解得传输矩阵为

(:;), 

(1) 

(2) 

l 
b =z- nOlz2/(nOO十 nol) 十…

c=4nl.Oz/悦。十阳)斗 {(n且/noo) - [%0(7'1-1)2+阳)/问。(n~o十阳)J}泸十…I I 
d--1- [2~1Z/(noO十阳)J 十{ (n;tO/noO) 一 (no:a/n创)

α=1+ 2nl0z2/C问。十 nol) 十...，
(3) 

+ [nol(no2十阳) / noo( r!tlo十Uol)]}♂十…，
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利用递推公式
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1 iE[2αj-2nl ， m-广 j(j-l)机刑-1
例刑(m一 l)noo l~ 

-(刑一扑1)旧)川，叫+lJ - (悯一1肌1抖内向n句阳0臼1十肌

5 巷

) (例二》注2均) (4刽

可求至任意精度O 人们在透镜设计和光通讯稿合等应用中，多希望 Lln 大的元件2 己制得

L1n=O.22 的结果E旧，通常 nJ:1... nJ~， … ， (j=O , 1 , 2，…)可做得很大，而 2 很小(对玻璃等材

料写不易大)，故级数求至 z2 项一般已够了-' (3)式的流图如图 1 所示。

,(0) r(.:) 

~'<.O) r'(z￥ 

图 1 (3)式的流图结构

Fjg. 1 Flow graph for Eq. (3) 

二、饵衍， z) 为可分离变量型

对一些特殊情况下的媒质折射率分布p矩阵元可有明确的解析表示。当 n(1'， z) 为可分
离变量型， n('1', z) =n(z)n(扩)。

1. n(r, z) =n(z) (1十Gor-βor:J)

利用 (1) 式p 并考虑傍轴近似，得

豆生十 dn(z) dIr (乞) ~z~ 寸73Zznb)(α。 -2β~) ， ~) 

(5)式为变系数二阶常微分方程，无法得到普遍的俨[n(z) 1 ZJ 的解析式。设轴向折射率为线
性缓变的

n(z) =n(O) (1 十的)， Ikzl <<1, 
气体媒质常常是适用的p 作近似[(1/η(z)J [dη (z)/dz] 生k， (5)式可解得

{ 叫巾仲z)=叮叫叫α向旷，1'俨叫咐州肌(仰仰0的如)忡+ ιν川扩扩叫仰F气'(0仰川0

1"吨刁(z←仇旷圳铲(0) 十dJ'1"扩'(仰0) 十f毗 岱叮1 2, 8βo<l~俨2 

其中

αl=exp( -kz/2){oos(q.1z/2) + [kSin(Q1Z/2)]/Qà ， 、

b1 =2 e:x:p( -kz/2) [画.n(qlzj2)qlJ J 

Cl= -exp( • kz/2) [(k2/2ql) + (ql/2)Jsin(q1zj2), 
d1 =exp( -kz/2) {∞s(qlz/2) 一 k[Sin(qlZ/2)/Ql]} , 

el = [1- exp( - kz/2)ω(qlz/2) -kexp( -kz/2)血(qlz/2)qlJ/2 βυa

11 =exp( - kzj2) [(q1/2) 十 (k:Jj2qo) ] sin (qlzj2)j2 β0， 

(6) 

(7) 
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α2=exp( -kz/2) [exp( -kz/2) (仙一 k) 十 exp( -kz/2)(q2十 k)J/2q2， I 
b2 =吨(-kz/2) [叫(q2z/2) 一呵( -q2z/2月 /q2， • (8) 

c2=2 βoexp( ~kz/2) [exp( -q2z/2) -exp(Q2z!2)]/q2J 

d2=exp( -kz/2) [exp( -q2z/ 2). (Q2十 k) 十exp(Q2z/2). (q2 - k) ]/2 q2, 
e!j = exp( - kz/2) {[exp( - q2z/ 2). (k..:- q2) /2 q!lJ 

- [exp(q2z/2). (k十q2) /2 q2] + [exp(kz/ 2) J}2β0" 

!2=exp( -kz/2) [exp(q2z/2) - exp( - q2z/2)]/仙。

写成变换矩阵

r .J8否FEEP 当 ←1，
q,= 1 v'k亡碍。; 当 i=2o

C dM) 例
。 o 1 

(asbte问

文献 [1]讨论的情况是这里 k→0 时的特例。 (9) 式的矩阵的流图可表述如图 2 所示。

"(0) 
r(øJ r(O) 

,.' (0) r'v) r'(O) 

i-1， 2，.丁

图 2 非均匀媒质的流图结构

Fig.2 Flowgraph for inhomogen旬us media 

2.2β。铲《α。

!'bì飞
。&巳\，，，，:

, .. l()ì \\)-

α。

图 3 (12)式的流图结构

Fig. 3 Flowgraph for Eq. (12) 

t"(t) 

事实上确实有些现象可用这种特例来描述，如大气的折射率梯度等，这时 (5) 式可化

为

n(均在十号啥叫(仇 (10) 

方程(10)式的解析解为

巾)忏问问=叮叮叫q扩州.吨(川(0))(z 」丘乙Lυ川f扩ν州仰.'气F气'(0仰0川r:盯
z

丁[一~~\ rμz飞〉k讪n叫呻阳ω川t(巾仇ω(归阳ω耐笃白ω训1ο剂叫)川d
h η叫呻刷(归ω2功)-. '''/ I ""VJμoL n叫(z纱) J ，μ0.-'-.....--... J' .., 

~ ( 川
/巾州(zω乞纱)忏川=[仇n叫州(仰0圳(zω乞吵训)江]ν扩仰F吨(仰0)忡川+叫[队均/n呻刷(zωz纱)汀] f: n呻刷(ωω乡功)d白'1， 0

若向=0，上式将退化为文献[2]讨论的情况2 也可用于讨论轴向梯度透镜效应等E飞 (11) 式

可写成变换矩阵的形式
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其流图结构如图 8 所示。

1 n叫呐(仰0叫 口阳[l/n(川川n叫岭刷咐(zωωZ功训训)刀川]归d由z 向~f: {[扣口[1/ν协川/加川n叫呻(z乞吩训叫)汀]叶J:扑J: n(叫仇(臼阳Z缸仇1

o n叫咐(仰0的)1川n岭刷(ωω乞功) (←ω向叶f:扑f: n(川n叫呻刷(zω乞功忡)川d白Z斗JI川n叫呻(伊笃 ) 

。 1 

(12) 

三、应用

1. 令 n(z) :=n(O) (l+kz) 
利用 (12)式p 得激光三点准直流图，如图 4 所示。对垂直梯度向，是有补偿作用。图 4 中

白=主「卫二十如-ln(l+ku21
2 L 2 ' Jc2-J 

=[1一如 Ju
2(1十h也)

e~= ~ Jψ2-2ω4土rk llJ -]n (1+ku十仇2-11
., 2 L 2 L k2 l'~ v ~~ -- i十ku--JJ

f(1十字)叫11号:J时J，

12= 川在十ψy[1十州;如LJ 。

,.(0) ，.(u+吵

r'(O) 1.' (t， 十。》

αu 

图 4 激光三点准直流图

Fig. 4 Flowgraph for 3-point alignment 

2. 泵浦的径向和轴向非均匀引起激光器的附加衍射损耗

一般工作物质主要是径向非均匀2 轴向折射率梯度很小p 可近似为
n(~， z) =n(O)(l十 kz)(l十αo扩一β0'1'2))

因 5 中p 利用 (9) 式3 得从 R1 开始向右但不包括 Rl.... R2， 的单程变换矩阵。

(αb 丁(~c d flα。=[ 0 
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Rl 

L 

图 5 非均匀泵浦的固体激光器

Fig. 5 A solid sta国 laser pumped inhomogeneously 

反向传输矩阵为
/ d b eTIα0\ / d 

exp(kz)1 c d fll向 I=exp (kz)f c 

\ 0 0 1 I 飞 0

显然，由此很容易得到文献[7]更完整的结果z

其中

光轴在镜面 R1 和 R2 处的位移和倾角

{盯=[叫)EJ+明j(2-A-D))

I]"~= [(1-AJ)Fs+OJEsJj(2-A-D) , 

(…) 01 D1 F 1 
001 

b (bf1-del)α。飞

a (a!l-cel)α。 1

o (αd-bc) I 

口j R1 处的量，

.1 =12, Ra 处的量@

/ 1 0 0 \ I d b ell向飞! 1 0 0\/α b elαA 
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(14) 

(15) 

-==exp (kz)f -2jR1 1 0 H c α fIIαo H - 2/ R:a 1 0 H c d 11向 L (16) 

\ 0 0 1/ 飞 o 0αd- boJ\ 0 0 1/ 飞 o 0 1 / 

(ABE) O2 D:a F2 

001 

/ 1 0 O\/a b ~向飞 I 1 0 0 \ I d b er向飞

回exp (kz)r -2jR:a 1 0 I c d f向川一2jR1 1 0 H c a 11向 la (17) 

\ 0 0 1/\ 0 0 1 I 飞 o 0 1 / \ 0 0 ad - bc / 

当选 s= (al/叫)=(α:a/W:a) =1.2 时2 其相对附加衍射损耗率为

石止何 [1← (A+D)2/4Jl!2( {[(1 • D1)E1+B1F 1J 2/Bà + {[(1-D2)E2+B:aF:aJ :ajBa} 〉。
10λ(2-A一D)ll

(18) 

四、讨论

由图 4 分析可知，当 k>O 时， k 越大) ，. (0汁'(0)对 1' (u+ 吟、1" (切+功的传递作用就越
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4、而 k<O 时情况正相反。这对选择激光准直的环境是非常重要的。

由 (9) 式中的矩阵元p 当 β。土 (k2/8)时3 聚焦现象消失。再作!如/21 <<1 的近似，可发现，

在一定条件下3 轴向的折射率梯度可以补偿径向的效应p 这对减少激光器的光轴漂移和附加

衍射损耗的具体设计也是有意义的。

作者对王之江教授、邓锡铭教授、余文炎副研究员、沈冠群副研究员和唐武、五效敬等同

志的有益讨论谨致谢意，
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Abstraot 

Taking radial and axial inhomogeneity of medium in协 ωnsideration， we have 0 bt

a.ined augmented 恒ansfer matrices a丑.d flow graph s古ructures. As 也heir a pplica也，ions

we have studied 古he effi由也 of air index gradien古 onl四er alignment and the addi也ional

diffrac也ion lc剧 of 1昭er caused by inhomogenl回回 pump. Rωul阳 show 古haiï the axial 

index gradien tωn ∞皿pensate the e:ffiω古 caused by radi~\ iudex gradient in SOIDe c副倒.




