
第 5卷第 9 期 光学学报
ACTA 01守ICA 'SINICA 

Vol. 5, No. 9 

Septemt肘， 1985

c= 
1985 年 9 月

压缩算符的新形式与压缩
态的各种表示和性质必

范洪义 郭光灿
〈中国科学技术大学近代物理系) (中国科学技术大学物理系〉

提要

本文采用正规乘积下棋分法找到了压缩算符的新形式.在此基础土深入地研究了压缩态形成的本

质，导出压缩态的各种表示和性质，证明了压缩态是准粒子空间中的相干态，推导出压缩态与坐标本征夺

和功量本征态的转换天系，计算了压缩态的 Wigner 分布函数.

一引

压缩态的特性和应用的前景激起了人们极大的兴趣3 虽然迄今实验上尚未证实压缩态

的存在，但近年来大量的理论研究表明p 在许多光学非线性相互作用过程中都可预言压缩态

的产生3 如共振荧光、二次谐波、简并参量过程、自由电子激光器、双光子和多光子的光学双

稳态、简并四波混频以及 Jaynes-Oumming 模型等。其中四波温频和参量过程较有希望

产生在实验上可观察到的压缩态.目前美国贝尔实验室正致力于这方面的实验研究L130

量子光学处理单光子的相互作用过程p 惯用的方法是采用 Glauber-Sudarshan 的 P

表示p 然后将密度算符的方程变为 0-数的 Fokker-Planck 方程。压缩态的产生是基于

双光子的非线性相互作用过程，其 P 表示不复存在。因此，如何建立一种处理双光子过程

的有效方法，成为目前量子光学急待解决的问题。虽然己提出若干替代表示的尝试叫但这

个问题还远未得到满意的解决。作者之一曾提出一种利用正规乘积下的积分来处理量子力

学问题的有效方法阻。本文采用这种方法来处理单模压缩态p 阐明了压缩态形成的实质p 同

时揭示了压缩态的若干新的特性，

二、压缩算符的新形式与压缩真空态

压缩态 !α ， ~>通常记为C4J

|α ， ~>=D(α)S(~) 10> ， α1 0>=0， (1) 

D(α) =exp(αα+ 一 α"a) ， [αpα+] =1 , D(α) /0>= 1α)，叫 α:)=α|α:)， (2) 

S(g)=旺P[专(~*a:l ~gα+2) ], (3) 
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其中 D(α〉为柏造相干态 |α〉的平移算符~ 10) 是谐振子真空态J SCe)称为压缩算符J~ =:l

俨 exp( rUì)一般取为复数。令 N=α+α 是粒子数算符p 则容易证明 S(ç)可作如下分解

S(e)=阻p(→ 4旦 N)8(俨)叫(i 旦N) ， S('f)=昭pf主(α且一 α+2) 10 (4) \2 _. /\2 _. /' ,-,." --rL2 \.- / J 

于是 (1) 式变为

忡， e> =D(a)叫(-i立N)S(1') ì O)JαJ e>1ω=D(α)8(1') 10)0 (5) \2 _. J 

我们利用文献[3J 中提出的正规乘积下积分法，可证明在坐标表像和动量表像中 8(1')

的新形式分别为普

S(叫:回去|仰><剖， 俨叩>0，

S(←j二句v' ,u. I ,u.p)<p I J 

其中 )q) 与 1p) 分别是坐标 Q 与动量 P 的本征态(取 h=ω=刑 =1)

I q> = Jlí-1/4 exp , - ~二十、/言 qa+一卫士 11 0> , Q 1 q> = q 1 q) , l 2 , ...-r- 2J 

|怡p)川=叮叮π旷川-1/川怆4

由{仍6创)与 (σ，7)式立即导出

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

8(1')1←4主(a2 - a+2) 11 q> =土 Iq/μ)， S(矿) !p> =σ l .up)， (10) L-2\'<' ~ )JIU ..jfi 

8(扩)QS-1(扩)=μQJ 8(俨)PS-l(俨)=p/μ3μ=er>O。 (11) 

从而清楚地反映了"压缩)J特性p 而且对 Iq> 和|妙的压缩效果互逆。
记压缩真空态为 IO>r=8(扩) 10>，下标俨表示它与参数 r 有关，则由压缩算符的新形式

极易得到压缩真空态的各种表示。

1. 压缩真空在坐标表像中的表示

由 (6) 式立刻得到

l吟酌仇斗[回 半Iq川M仙ω/胁μρ州><句ql← r:eo d二〉回d叫qJ什仲f卡e叫X
J-∞ 吨可v 凹 ‘ , 

于是压缩真空态的披函数为

<qIO>r=J王佳p ( _，u:;2) 。
'f -V π 、 .... 

由 (12) 与 (5)式可得当 (j =0 时压缩态的波函数

(12) 

(13) 

D(a)S(1') I叫二叫35叫-午十iv'2æ2q刊的的] !q+ .J2 Xl) , a=xl+ rlX21 
(14) 

费 (6)式的证明如下，用 (8)式及 10><01- :e-a+a : 得

j二井的> <俨万七~ f二句:呵[-手(咔)+./τ(去+轩呜旦-ω:
-叫一千山)叫卡+a+专) 1n ch ,. ]i呵(号 th 1')-叫云(a2 - a+

2
) ]. 

其中. .表示取正规乘积。 (7)式的证明类同.
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<qID(训的 lO〉=JZ叫一内-币1)2 十 i ..j2 Qi21q 一 iX1X20
，、f~

为了求压缩真空的粒子表像p 把 (8)式代入(12)式积分得

1 O>t' =sechi r exp(一千山)|0〉， sdT=JZ tkz告:。
利用文献 [3J 中给出的算特公式

‘6例俨q
、..j1一 4叮fg \1一4勾jg/ 飞/

其中f 与 g 须满足下列条件

5 卷

(15) 

(16) 

(17) 

Re(一时十g)<O， Re (工yrJ〈05 或 Re(-叫-gkoje(112户。。

我们可以求出不同压缩真空态的内积
(18) 

且 <01 酌t'、12卢μ'/(μ2千μ匀。 (19)

2. 压缩真空在动量表像中的表示

由 (7) 式可以求出

|盼，.= [00 句.J-; 1~p><pIO>= fCX>句( - !~2 ) I队 (20)
) -e.> -r ... r- I ,.-r/ "\r I ~/ ) _∞~万言 exp飞 2μ/ 

所以压缩真空的动量波函数为

(p!O),.= / 1 叫( - !.~2)， (21) 
俨、/μ ，J-;;飞 2μ2J

D但附)1φ=j二dk缸片茹-..j2叫-仿lQi2) I p+ .J2份 (22)

<pID(α)8(r) 10>= I 1 吨 r-~ p - .J"2 X2)~- ..j言加)..p+切向10 (23) 
、/五万τ L 2旷 J 

由 (16)式知压缩真空包含偶数个光子态的叠加

10> ，. =8创hι 主(-古hr)"(2n! )1勺吟 (24)
n!21l 

如对压缩真空消灭几个粒子，则有

a"!O) ，. =s四川:"ra"exp( -a+2thr/2) 10> 

-叫专丸ιT川e阻叫xp(←一 α刊叫也也hr俨V仙州/2)幻〉豆 2驴2lt;k协圳b
/β2n 7 

d训10盼〉 r = E 仙圳圳L是扪阳T什川川1υ山/μ…v
5汩1 其中用到了算符公式【ω

afl exp (va+2) =叫(附+2) 艺 n !vk:(2旷+α〉叫。 (27)
t;:ô k! (n-2k)! 

由 (25)式立即得压缩真空与拉子态 In> 的内积，例如当伪为偶数时有
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1 饨~ On.2 
〈叫酌r= <01 sech勺~ ",., 7_. /~_n.2k'H'. (-th r)叫(α+)n-叫 0)

:=Õ 2kk! (η→ 2k)! 
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sech-2俨/古hr 飞fl/且
) 0 (28) 

(n/2)! 飞 2 / 

再看压缩算符 S('f)对粒子态的作用(不失一般性p 可设 μ=矿<1)，用 (6) 式、 (16)式及厄米

多项式的积分公式

(<>> (Jq / q/μ.> ~~ÿ>(。、S (r) I n) = \-- ~~~_ exp( - r )Hn(q) 
J-∞、/ J1jl/2μ2"n! \~ / 

=l 一古h付/~ Hn~r I a+ IO)ro (29) 
J百了 t、I -sh2r 

以上这些性质都是lÅ压缩算符的新形式的基础上推导出的。再用 (10) 、 (11)式的关系(这里

恢复元ω)

Q= •.. /h/2w (α十 α吟 ， P= 'Ï;、研苟言(α+ -a)o (30) 

考察处于压缩真空时的测不准关系y 极易导出

r<OIQIO) ,. =O, r<O/PIO),. =O, (31) 

r<O / Q21 0>,.= <0 / S-lQ2S 10> = (元/2μ2ω)<0 I a+2十d十αα+十α+α 10) = (1ï/2ωμ2) .1 

(32) 

，.<OIP2/0>，.=旷<O!PIO>=(机加:&/2) , (33) 

由此给出

(L1Q)2= r<O I Q2 叩头一，.<0 I Q 1 O)~= [1ï exp( - 2扩)/2ωJ ， (L1P)2= 由ωexp(21' )/2J J
(34) 

JQ L1P=元/2， (L1Q/Jp)2=exp(-4俨)/ω20 (35) 

可见"压缩)}特性是在真空阶段就产生了压缩真空，使得在其中一个正交分量上具有比相干

态小的量子起伏o 压缩态的形成实质上是真空的标度变换过程。这个变换使得零点起伏变

得与相位有关，亦即圆状的零点起伏被压扁而变为椭圆。 (5) 式表明压缩态的形成过程(如

图 1 所示)，图 (α〉为相干态的真空态。其零点起伏与位相无关;图 (b) 为真空态的标度变换。

如当 1'>0 时;零点起伏在 Xl 方向上被压缩而形成椭圆;图 (c)说明

R-1 (() j2) =exp( -i()N /2) 
的作用是使椭圆的主轴转动过(ß/2) 的角度y 即改变了压缩方向的位相3 但并不改变压缩的

;0> SJφ1 句 R-1S IO) ~均 DR-1S\O) 

。12

Zl 串且

(a) I (b) (c) (ci) 

图 1 压缩态的形成

Fig.l For皿ation óf squeezed state 
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程度;图(的表示 D(α)的作用是使被压缩的真空态平移o 令 α=1α l ûxp(i伊)þ 则平移的大小

为 |α1 ，平移的方向角为伊。

由此可见"压缩"效应的本质是在强电磁场与物质的非线性作用过程中，真空的性质发

生变化的结果p 压缩参数是这种"压缩"效应的量度。

三、压缩态作为准粒子相干态所呈现的性质

可以证明压缩态忡，伊〉即为变换后 Fock 空间中的相干态。事实上p 若令

b=S(r)αS-1(r)þ 

则有 α= b ch r - b + sh r) a+ = b + ch r - b sh r 0 而 b 和 b+ 满足对易关系 [b.. b+J =1 0 于是
从 Baker-Hausdorff 公式p 用到了关系 b 1 0) ，. =S(伊)aS-1 (r)S(俨) 10)=0.. 可以得到

! α， r)=D(α)S(r) 10) =D(α) 10),. 

=exp( 一 |α12/2)exp [α(b+chr- b shr)exp( 一α气bchr-b+shr)] 10>,. 

=exp[( -1α铃 shr十αchr 1 2/2) 十(矿 sh 1'十αch 铲)b+] 10>"0 (36) 

从(36)式可知

|旷 shr十αohr>=exp[ - (Ia*sh 俨十αch 俨 12) 十怡*8h 俨+αchr)b+J )0> ,. (37) 

是在压缩真空态上建立起来的归一化相干态3 或称为准粒子(产生算符为〉相干态。显然它
满足

bl 矿shr+achr)= (α*shr+αohr) I 矿shr十αchr>o (38) 

当9"=0， μ=1 时p 它退化为相干态 l α〉。若令

(β)~(伽 shTL(α)β棒=\ sh俨山、 )~a*)' (39) 

则 (38)式可化为

b) β')=β l β') ， 1αJ r>=D(α)8('1') 10)= 1β〉。 (40) 

由此极易求出不同压缩态的内积

〈吼叫 α" r')=<β|β')=exp{[( 1 β 尸+1β'12)/2J +β·β'}， βα川9h '1" +0:' ch '1" 0 (41) 

而压缩态的完备性关系可改用如下的正规乘积积分

j子!们)<αp 叶子|β淌 =f子:叫(-1β1 2咄咄b一叫 =1，
(42) 

其中用到了 d!Jα=♂β 以及压缩真空态构成的投影算子的正规乘积

10),. ,.<0 1 = : exp( -b+b) : 0 (43) 

应当注意(42) 和 (43)式中的正规乘积记号是针对 b 和护而言，即在下 b 与 b+ 对

易，而不是 α 与 α+ 对易。 (42)式表明，只要压缩参数俨选定p 则压缩态构成完备集。由 (5)
式易证3 压缩态还可写成

| α， 1')=sooh玄 '1' exp{[ • th '1'(α咱十a+2)j2] + (α气hr十α〉α+ 一 (1α1 2j2)} 10>0 (44) 

由此利用 10)<01 = :exp( -a+α) :及正规乘积下积分法可以计算
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-王 lα， 'l')<，αJ r' +- = sec h:r If sech 2" '1" I 一一:exp[一 |α|斗α(α+十川h If') J d~ 一二 tFf仇
J 'Jli 

十旷(α+α+th 俨)Jexp{[ -thr(α叩十α+2) /2J 

- [thr(α2十 α2)J -a+α}: = sech2一

(r→叶 (45)

其中利用了数学公式

j子时|川α+川川'2)z 1 (二业豆约由伊归+咔咐5
~〉宫e吉=王百 X呼p\~俨且一4fg / 

(46) 式积分收敛条件是

Re(g+f+g) <0, Re(f2← 4f~)<O 或 Re(g- f-g)<O , Re{ [2 -4f.~ )<00 (47) 
飞 g+f十9 / ~~， .-y." ~.-\~ J :f/ ~~，飞 I; -f-g/

因此由 (46)式知2 不同压缩参数的压缩态也可以形成完备集，即

c内-'1") f 号子 la， '1')<α， r' 1=1 0 

显然当 '1' = 'l"时， (48)式还原为(42)式。令

β=α.shr十αchr=aìi+i吨， α=x+i型，

则还可以进行如下正规乘积下的单重积分

j二 døiJαp 忡，叫 =f二 dxi.i Iß) <βI=f二制 i 昭p( 一 |β1 2十 βb++ß铸b- b+b : 

(48) 

(49) 

=、/丁~'Jli exp[一 (P'- ，.j丁EmS)勺 (50)

其中 P'= (b-b+)/、/言i， (50)式最后一步用了指数算符的分解公式t830 类似地，作以下积

分

f=二回 dx川d伽创ω勿x~
考虑到

P' = (b - b +) / ~ i = P / jJJ J Q' = (b十 b+)/、/玄=μQ， 1 
~ (52) 

x~ = xl(ch 'l' +sh 俨)=erXl=μ旬 X2= e-rØ2= (的/μ) 0 J 

所以 (50) 与 (51)式可分别改写为

J二帆风忡， 'l' I 芦 (..J 2'Jli ωexp[一 (P - .... /ax2y~ / jJJ2J, …1十iX21 (53) 

f:coo dX21 a J r)<α，川叩币。:xp[一川(Q- ..J2x儿 倒

容易看出』从(53)或(54)式再积分一次都可得完备性(42)式。

四、压缩态和坐标本征态、动量本征态的关系

为了深入理解压缩态的性质特别是它与坐标、动量本征态的关系J 我们通过(44)式，并

利用 sech λ=2μ/(pP十1)，他 λ=(μ2-1)/(川+1)。计算如下积分
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f二向闷， 归echî r exp[ (的α十一手)(川hλ〉 -15主 a+2
] 

5 春

x f:oo dX2叫一手(1-ω)+i的(x1thλ -a+也川+) jlOj 
/τ士:-~~~rα+2+(μ2十1)xi 1 =.J 2~μexpl 一-一十￠仙一 /1 0)0 (55) 

" -…严 L 2 ，-~- 4 J 

(55)式两边用消灭算符 α 作用并移项得

号手引r:二∞ d仇仇￠句蚓2纠l们
可见态矢 f=co∞伽仇21阳αP 俨吵〉是坐标 Q 的本征态，本征值为
化，可以证明

咬(μ坐坐2 f"" dX21 <X J 'f)~ Iρ q= 问/~言， μ=er (57) 
7γ I A 气..; ~~μ J-∞ 

是归一化的态矢。 (57)式表明了压缩态与坐标本征态的转换关系p 亦即指出为何由坐标测

不准度比例于 e-r 的压缩态过渡到坐标完全确定的态 I q)。如果计算如下积分，则可得

「向lα川>=J~旦叫[旦11+MJ一 ιtz2iO〉。 (58) 
J-∞ VμL 2 . , ~-..- . 4μ且

两边用 α 作用移项后得

p f=回 dX1i α，←(的/~言)f:二队 |α，吵， p=(α-α+)/μ言， 但9)
可见态矢仨向|α，明动量算符的本征态p 本征值为PEga/d3 其归一化态矢为

!p)= 呵?但的 [00 dx巾，吟 p叮:2/..../2，卢。 (60)
何1/4 .J 2~ J-∞ 

此即为动量本征态与压缩态的关系。它表明如何从动量测不准度比例于旷的压缩态转换

到动量完全确定的态。

五、压缩态的 Wigner 分布函数

Wigner 分布函数可写为

W = T r [p L1 (p , q) ], (61 ) 

咐，←步[""dUdV蚓i(q一仰+(p-p)吨， 倒
其中 ρ 是指所描述系统的密度算符3 而 L1 (p， q)为 Wigner 算符。在文献[3J 中我们已经导

出 Ll(p， q) 的明显算符形式和正规乘积形式

Aω，←士蚓
=t:时-均十一川一γ)J: (63) 

γ = (q 十句) /、/丁FF

或相干态形式
1 (d 'J 

巾， q)丁|手lγ +z><γ - z I exp( ')'z*-zγ勺。 (64) 
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当 ρ 取纯压缩态的密度算符时p 压缩态的 Wigner 分布函数为 W8=怡，叫 L1 (p， q) Iα，吵，
利用 (12)式有

S(伊).::J (p， q)S-1(rr) = lJ (qjμ， p,p) , (65) 

又由 D+(α) L1 (p， q)D(α) =L1 (p 十 α1， q 十 α斗， α=(αl+ iα2)/~言，可得出压缩态的
Wigner 分布函数

W ,= <OIS-l(r)D+(α) L1 (p， q)D (α) S ( r) I 0> = <0 I L1 1 丘土且， ρ(p十吨) 110) 
LμJ 

=<01 ~:呵 {-2ra+一-L(421-W协))1
L 、/2\μjJ 

十一去(丘俨+iμ伊甸))JJ: 10>=主叫一[(q+fl)且十内+的)JJ}o (创)
πμ 

可见压缩态的 Wigner 分布函数为正寇的。因此在处理双光子过程时采用 Wigner 分布函

数来替代失去意义的 P是一种可能的途径。关于这个问题3 我们将在别处另行讨论。
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Abstract 

A new formalism of 尬。 squeeze opera古or has been found by in如grat.ion within 

normal ordered products. Based on 他is forma且SID，他e essence of the formation of the 

sq ueezed sta古e can be revealed direc古ly and clearly. Various representatio丑s and 

properties of 也he squeezed state can be derived easily. It has been proved 仙的也he

squeezed 供的e is a coherent one in the quasiparticle space. '1-'he tra.nsformation 

rela也ionship b的ween squeezed states and eige丑的ates of bo古h coordinate and momen tum 

operators are presen ted. Also presen ted is 古he Wig丑er distribution func力ion of the 

sq ueezed sta国.




