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自由电子激光器中电子轨道的稳定性分析
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提要

本文分析了具有轴向磁场的自由电子激光器中电子轨道的稳定性问题，导出了作为稳定桂判据的组

合参数.从而为自由电子激光器的工作参数选择提供了某种依据.

一、引

为了抑制电子束在传播过程中的扩展，有时在自由电子激光器中引入轴向磁场。轴向

磁场的引入使电子具有绕磁力线回旋的运动。这个运动同电子在横向摆动磁场中的运动相

辅合，使横向速度调制和纵向速度调制具有很复杂的形态3 其具体性质取决于实验参数的选

择。一般说来p 电子的平行速度在围绕一个平均值而振荡，有时振荡幅度还很大，平行速度

的这种大幅度振荡会导致谱线的加宽和影响电子束的传播。事情还不仅如此F 在某些特殊
的参数空间范围，初始平行速度展宽很小的一群电子在进入作用区后平行速度就会很快弥

散开来，导致很大的速度展宽。我们把这种情形称为电子轨道的不稳定。

电子轨道的稳定性问题有人已进行过分析。 Friedland 的分析∞比较简略，没有考虑

电子的初始横向速度分散p 他所采用的横向速度的表达式并不具有一般性。 Freund 和

Drob创作了更为一般性的分析t2J 但由于数学上的繁杂没有给出简明的稳定性判据。本文

采取某些合理的数学近似p 导出一个组合参数，使稳定性的判断明显而简单。进一步阐述对
电子轨道稳定性的物理本质，并对保证激光器正常工作的参数选择作了进一步的讨论e

二、电子轨道的稳定性分析

取轴向磁场的方向为 g 轴3 则总的磁场可表示为

B=Bok-Bw(i ∞s koZ+ j sin ko'Z) , 
其中 Bω 和 ko 分别为摆动场的幅度和披数。电子的运动方程为

豆豆= -p. vxB 
dt c 

(1) 

(2) 

用 p 标乘 (2)式的两边可导出 p=常数o 从而相对论因子 γ 保持不变。由 (2)式还可以导出

另外一个运动常数气即所谓的纵向不变量

冉升a 2cko 叩 B ∞stþ=(皿-lr ， 侈)
ω-;- J.. ) - eBτ .l ......wωc 

其中"Ye 为电子的初始纵向速度pωQ= eBo/(悦γc) ， 悦为电子的静止质量p 中=伊 -koZ +π，其
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中伊为叽同 t 的夹角F 从而收代表叭同 Bω 间的夹角。由于电子的总速度保持不变p 从
而有 v; = 'i"";十 Yi 一 ψ13 其中 Y.l.为初始横向速度y 注意到 I ~:t - vï I << r-;， 则切.g:;

y二 [1+1/2( Y~ -vï) /"r匀，把这个关系式代入 (3)式整理后可得

ωο 时 I I ω -1 1ωo r'i \~.2 _ <)ω仰 n^a , r. 
可巧77?同于;一「豆瓦歹~-lU.l. '""To V .l. … v 

」一些L-1-f」4M. (的
\ko"p'二 4ko '7V~ "f/; J' -'-7 

其中 ωw=eBw/(刑γc)。为了讨论的方便我们把 (2)式分成分量的形式J 则有

dVl./dt= ωwVt; sin 轧 (5)

州/dt= ω0- kovz一问(的/Vl. )COS 响， 但)

dvz/dt= ωwV J. sin 中。 (7)

下面就非回旋共振和回旋共振两种情形分别加以讨论。

1. 非回旋共振的情形(ω。手 ko "f/Z) 
由于 V.L <<箩"r.， "F.土 <<Îγ(/川ι百

步简化为
[忡。/ko r-z) -lJ 吨 -2(ωω/ho)v.L ωs 中= [(ωc/k。几) -lJ "rl0 

将 (7)式和 (8)式结合，并利用吨=听→吨可得

(8) 

(du/dτ)2十 (1-2σ)饥2十σd→ (1一σ+δ) =0, (9) 

其中 'U= V-z./"f/z， τ=tωw， σ=(ωo/korz-l)2妒 ;/(2ωw/kor\ ð= ri/ 1""~<<lo 

方程 (9)有个简单的解释J (du/dτ)2 可看作"粒子))的动能， V(U) = (1-2σ)u2十σd一

(1一σ十δ) 可看做"粒子))的势能p 则 (9)式只是简单地表明总能量是守恒的p 其值为零。下

面我们仅分析 V(功的特征以了解"粒子l'的运动性质，这实际是一种相空间的分析办法。

V(u) 可能有四个不同的实根，一对实根、一对共辄复根p 和三个实根三种情形。第三种

情形意味着一对实根合并为一个。我们暂时忽略小量 δ，通过简单的判断就可知道3 当 σ>1

时p 有四个不同的实根;当 σ<1 时，有一对实根和一对共辄复根;当 σ=1 时F 有三个不同的

实根。这三种情形所对应的势能曲线 V(u) 如图 1 所示。由 (9)式可以看出p 只有 V(u)~O

是可能的运动区，因为 (du/d~)2;;'0。这时有两个隔离开来的运动区，我们假定电子的初始

速度 rt:>o，则电子只能处于图中画有斜线的运动区内。显然纵向速度 U 的变化范围为'ui

""'U2 ， 围绕平衡点比而振荡。由于两个运动区之间存在一个势垒p 电子不可能从一个运动

区进到另一个运动区。让 σ逐渐减小p 看 V(u) 曲线如何演化。首先， u 的变化范围越来越

大』即向逐渐减小p 从而仙的振荡幅度越来越大。其次p 两个运动区之间的势垒越来越低，

当 σ=1 时势垒完全消失，两个运动区开始连通起来。 σ=1 对应一个临界状态，当 σ略大于

1 时电子只能在一个运动区运动，也的振荡范围大约为 0"，1。而当 σ略小于 1 时，电子可

在两个运动区构成的整个连通区内运动，切的振荡范围大约为一1 ，.....， 1 。 设想一个电子的 σ

~1，当受到某种扰动后F 电子的运动可能从 σ>1 的状态跳到 σ<1 的状态p 或者相反。其结

果会导致振荡幅度的很大改变。如果电子束在σ~1 的条件注入p 由于电子束有一个小的初

始平行速度展宽，这相当于 σ有个小的展宽范围，从而有些电子的 σ略大于 1，有些电子的

σ 略小于 1。由于两者的振荡幅度差别很大，因此在进入作用区后，纵向速度就很快弥散开

来，而且分散很大。这就是为什么把这种轨道称做不稳定轨道的理由。所以我们得到一个
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结论， σ=1 所对应的轨道是不稳定的。 σ 继续减小时， V(吟只有两个实根，从严格的意义

上讲，这时轨道是稳定的，但"的振荡幅度比较大。

Y y 
Y 

σ'=-1 
σ<1 

\ 
~U 

、~γ

...飞

fω f' (0) 

图 1 归 σ 为参变量的势能曲线 V(u)

Fig. 1 Potential V(u) with σas parameter 

在上面的分析中p 忽略了电子初始横向速度的影响。如果考虑到 δ，则可知 σ==1+~ 对

应不稳定轨道。可见初始横向速度有导致不稳定的倾向。

白之所以能够振荡p其物理图像是很清楚的p 这就是在轴向电子受到一个洛伦兹力的作

用 ， F~= 一 (ev土 xBω)/c o 从 (7)式可以看出，这个力的大小和方向是由 v.l和 Bw 之间的夹

角所决定的。中的周期性变化就导致电子在轴向的周期性加速和减速，即饥围绕一个平均

值而振荡。而中的变化受激光器的工作参数所决定(B01 B W1 ko, F夕二等〉。与无轴向磁场的

情形不同，这时电子的回旋运动受 Bo 和 Bω 二者的共同控制，一般说来，电子不可能与 Bw
准确的同步。这点在无轴向磁场的自由电子激光器中很容易实现，只是电子的初始横向速

度很小，进入作用区后就有P.l = eBv'/ cho， 即 V.l // B'IIJ) 且大φ不变。而在有轴向磁场的情
形，不仅叭同 B仰的夹角中在周期性地变化，仇的大小也在周期性地改变。至于说为什么

σ=1所对应的轨道是不稳定的，只要把(的、 (7) 和 (8)式结合起来分析就可以得到结论。容
易看出，当 σ<1 时电子可以得到大的加速和减速，这个过程会导致叫符号的改变p 从而饨

的振荡幅度较大，而当 σ>1 时p 振荡幅度要小得多，σ=1 刚好对应两种情况的过渡。

2. 回旋共振的情形忡。=ho "Y~)

此时把 (3)式与 σ)式结合，消去飞和中得到只含未知函数叭的方程

(坐了十(~ y刑十(勾十1)2-A2 =0) (10) 
飞 dτ/ 飞 2B切/

Y~η〉

"1 

图 2 ωc=ko -Þ"" 时的势能曲线 V(勾〉

Fig. 2 Potential 町的 wben ω。 =ko们

式中 η= (ko vzJωa-1)， A=kov/ω0) 够为电子的速度

大小。设电子的初始横向速度 γ工很小3 则 ψ 主"f""，)

按照回旋共振的条件 A空ko "f/ø/ωc=l。如把方程写
成形式 (dYJ/d7í')2 十V(勾)=0， 这时"势能刀

V(η)=(!!or刑十刑十2η。 (11)
\ 2Bω/ 

V(的的曲线如图 2 所示，它只可能有两个实根。所

以，在上述的假定条件之下并不存在轨道的不稳定问

题。但纵向速度"Y-z的振荡幅度取决于(Bo/Bρo 当这

个比大的时候，振荡幅度小一些。
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三、结论

通过上面的讨论可以得到下面几点结论。

报 5 卷

1. 对于非回旋共振的工作方式忡。手ko~，)， (ωo-koγ二)2/(2ωω)2=1 所对应的轨道

是不稳定的。电子束的注入条件应该避开这点附近。

2. 对于回旋共振的工作方式忡。=ko~，.)，如果电子束的初始横向速度很小，则不存在

轨道不稳定的问题。但 (Bv'/Bo) 取得小一些，可使饨的振荡幅度小一些。但 (B1f)/Bo) 的取

值还受到因素的控制(如增益效率等)，应权衡各种因素而决定其大小。

最后需要指出，就一般说来，饨的振荡幅度很大这种情况是不希望的。但是这种振荡对

电子束来说不是随机的p 而是集体性质的。它对激光器的增益和效率的影响还不清楚，因为

鉴于其复杂性，理论上还很少有人分析过。到目前为止理论分析的人大都取方程组 (5) '" 
(7) 的奇解 φ=吼叫=cons切时，但zωw 均/Cω。 -kov，) 作为电子的未扰轨道。或者象

Mcmullin 和 Davidson 那样，认为问围绕啼衡点作小幅度的振荡是简谐振荡近似凶。
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Abstract 

Stabili也y cf electron trajectories in free-electron lasers with an axial magnetio 

field is analy臼d in 也his paper. The resul切 show 也hat in the case of non-cyclo让on

resonance(ω。手 ko ~r.) ,the trajec也ories are 恒的able if the condition(Ú>c-ko r-，)!(2ωρ2= 

1 坦 satisfied， while 凰山e case of oyclotron-resonance (ú>o = ko ~ø) , the trajectories arEl 

always stable if 也he initial perpendicular velocities of electrons are small. On 也he

other han d, oscillation ampli也udes of the paral1el veloclties of elec忧ons depend OD 

the ratio Bw/ Bu. The smaller 也he ratio，也he s皿aller 恼。 oscillation amplitudes. 




