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双光子过程光子统计

何林生

提要

本文研究了二能级系统一般布居情况下双光子过程的光子统计.推广了生成函数法，导出7含参数

r(原子布居数比)的生成函数的偏微分方程，阶乘矩〈饵(k)\和相关函数 g<k) 的运动方程;分别求解了它们在

各种 r 值情况下的解析解。结出了三类初始光场价〉 和{/~)随约化时间 τ 和 T 变化曲线.时论了俨对光

子反聚束效应的影响和双光子放大器的光子统计特性。本文认为t 可以用光子超聚束效应作为双光子放

大的判握之一.

一引 吉
同

许多作者仅研究过二能级系统双光子吸收过程或双光子发射过程的光子统计口，241p 讨

论过纯双光子吸收过程中呈现光子反聚束(Antibunching)效应的情况，尚未有人用比较严

密的解析方法，研究二能级系统态分布比俨为任意(既有双光子吸收又有双光子发射)情况

下值的光子统计变化，及铲对光子反聚束效应的影响，本文将讨论这些问题。

二光子密度矩阵元运动方程

考虑一个二能级系统，设光场的强度不足以显著改变系统热平衡状态;或即使光场较

强F 但只能维持上下能级粒子分布不变;不考虑光学跃迁之外的其它损耗机制。在玻J恩近似

和马尔坷夫近似下3 双光子过程光于密度算符主方程为且，2)

dρ.jdt=K{ρÁs (0) ([吼叫ρ〈吵， αkl句，J 十 [α在矶， ρ(t)α7"αk.J)

十ρÁ'(O)([αk，αk.ρ (t) ， α乱α正]十[向1句"ρ(t)αt.ak';]}， (1) 
式中

K=2~g(D) )叫2(1/山川J产(州k.(r) )2Iuo:, (r) )2dr o 但

式 (α1) 和 (2刽)中符号的物理意义和口J 2幻]中相同。在福克表像中，令 ρ'.=<叫 ρ!吟， T=2Kt, 

'1' =ρÁ.(O)/ PA, (0) 。 ρ以0) 为第 4 个原子能级的归一化始态密度，则光子密度矩阵元运动方

程为

(1+扩)郎n/M=(饥十2)(饥十1)ρ，. +2 一份(n-1)p，.

十俨 [n(n-1)ρn-2一 (n+2). (n+1)p,.J, (n=O, 1, 2J …) 0 (3) 

这个方程组反映了双光子过程光子密度矩阵元糯合特征z 奇矩阵元只和奇矩阵元(或偶矩阵

元只和偶矩阵元)相祸合;并且有阶梯组织结构。
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三、推广的生成函数及其偏微分方程解

为讨论一般扩值情况，采用下列含俨的生成函

6，(1'， 侈， τ)=(1-rd)Eissn+2-hn+以

由 (3) 、 (4)式得

(1十俨)θG，/θτ== (1-~) (1-ra;2) fJ2G.jθ沪， (i=l , 2)0 (5) 

这个方程适用于 0~'1'<∞的任何情况。根据码的定义可得

ρ2时2-.(τ) = [1/(2而十2-i)!] (庐11+2-1 [G.j (1- 俨a;2)] g;=o/θ[Jj'J时2-') (i= 1, 2) 0 (6) 

由阶乘矩 (nCkJ>、相关函数 gω 定义[3飞得

〈dkhZ?""。)/〈ω -k)!=护 [(G1十G2)/(1- '1'x2)]m=1/Ô#， (7) 

g<灿 ~<nc/'今/<切〉飞 (8)

吁:面对不同俨值情况分别用分离变量法求解。令(略去 G， 中参数。

G，怡，均 =EPAdh〉吨(-Âk，'t')， (i=l, 2)0 (9) 

由方程式 (5) 严格解出队的关键是能否严格确定(9)式中的句。
1. O~伊<1 时解析解

双光子过程中最常遇到的情况是O~伊<10将(9)式代入 (5)式，再令 h=l/'1">l 和孔1ô."'"
2k(2k十8一 2i) (1一[俨/ηJ)/(l十的。=1， 2)，为使数值计算收敛快，参数俨应适当调整，本
文取 η=1/30 作变换 'Jj=fI?， 得到有囚个正则极点的 Heun 型方程[6， 7J

'Y(y • 1) (y-h)d~fk{(y)/dy'J 十 (1/2) (y-1) (y-h)dfk,(y)/dy 

+ (1 +h)ÂkJk.(y)/4 = 0 0 (10) 

这里对应于 α==0， β=1/2，扩 =1/2， δ =0， qk,= - (1+h)λ1cj4， 其解为 Heun 函数。
fk 1 (Y) ='Jj ll-

r
t
IF(h, qk，; 吨， β1， γ1， ð1, y); 

fk.(y) =F侈， q"'a; 饨， β2， γ2，鸟， 'Y); 

(α， =0， βi=-i十3/2， γ， =5/2-i， ðj=O) 0 (11) 

当 h=∞('1"嚣的， Heu且函数退化为多项式。利用 Heun 方程的自伴形式，在 Re('1'i) >0, 

Re(ði ) >0 的条件下p 证明 Heun 函数具有正交性质。由于 (11) 式中 Re(ð，) =0，不能直接
利用 Heun 函数的正交性质P 故利用其导数[也是 Heun 函数， F (h, q~/; 2， β4十1， ')',+1, 

A十1， 'Y)]o 正交性质及初始条件严格确定(9)式中的比。

α句k灿俨主星 h川刊仰…阳川
X [0句m+吐1(仿hιt以j忏+l(仿hιωi) (饥十1) (j十1)/(仿2饥十2勾j十7-2刽i)汀]， (12) 

式中 cn(k，) 为 Heun 函数级数展开系数[7J 由于伊=0 时， Heun 函数在 ai=l 点收敛，由 (7)
和 (9)式得

〈吟(τ)=EZOZM21十2-i)件们xp(一λ川， (13) 
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〈φ倪俨俨臼凶吟3字协〉

对 T 守手丘 0，由于在 !li =1 点 H王e盹un 函数不收敛，只能用待定系数法确定o 由 (9) 和 (6)式得
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(4=1， 2; 饥 =0， 1, 2) …)。 (15) 

其中令7:=0，由于对充分大的 L， 当 Z>L时有 Pz(O) <<1， 并有:E a 1ö f ~ cm(k.) '1'n-m , P2ff+2-, 

(町，可作截断近似，截断为 K 维方程组，再由克拉姆法则解出归。利用 (15)式、 (7) 和 (8)式

可求 ρ细+2→(τ) ， <n[副)(τ) 和旷的(τ)0 由于'1' =0 时的句是严格确定的，因而7"=0 时所有

先于统计量都是严格确定的。

2. ".=∞时的严格解
P. Lambropoulos 曾用拉普拉斯变换法对此求解[5] 它对应于粒子数全布居在上能级

情况的双光子放大器。用生成函数法严格求解。令 Q， (ø， 7:) = -lim G.('1', !li， τ)j俨p 以 Q. 代

替 (9)式中矶， (5)式橱边除以扩2 求且皿( )，作 y= !li2 和 f".(w) =俨'Uk， (y) 的变换，得超几

何微分方程

y(y-1) d2uk/y)/d俨十 (2向十1/2) (y-1)du".(y) /dy 

十吨(α， -1/2)U1.;j(Y) =0 0 (16) 

式中已取 Îl.1ö ， =2内(2α:i- 1) 0 若令 α， =k+l-i/2， 方程 (16)的解是超几何函数。利用超几何

函数展开式叫由 (6) 和 (9)式得

P2m+2-'(τ)EZ:MK川_1.;，(k， + 3/2 - i)刑叫叫( - ^1.;,7!) / 

(刑十1-k，) 1 (2ι十5/2-i)m+岳阳 。=1，鸟 m=O， 1, 2,…) 0 (17) 

由初始条件p 用待寇系数法得到向4 的严格递推关系式

α1n.+1= p2m.+叫0) 一 茫E1[K(仇ωkιω灿i)山)μ刑叫4汁叶+

[( 叫+1 一ιω〉川! (σ2kιi 十5/2 一 4功)m叫4计+1ι- 1c队让J (ωi=l， 2乌; 于悦叫7η叫t， =0, 1, 2，'….川.今)， (18) 

式中 (α)J=α(α十1)… (α十j-l) 和 (α)0， 显然 α归 =Pl (0) , aOI = Po(O) 0 

3. 1<".<∞时的解析解
类似于 0<'1'<1 的情况3 令 Z= 7"Y， 得 Heun 方程

z(z-l) (z- '1')d2f1c;， (Z)/dz2十1/2(z-1) (z- '1')df".(z)jdz 

十 (1+ '1')h1c;Jk，(z)/4=Oo (19) 

解!7c.(Z) 的形式和(11)式相同。经推导得

p叫-，巾ω〈衍ωτ功) = E f磊亘α向归akP问d‘P句以m(仿仇ωhιω，)计r俨"叶+
(i=l, 2乌;叽 =0， 1, 2，'….川.寸) 0 (20) 

(20)和 (15)式不同之处在于 r 的军不同。其它各量求法和 0<俨<1 情况相同。

4. 0，，，.<1 时的稳态解
当'1'<1，充分大的 τ 后，光场将趋向稳定，有 aG/θτ==O( 己令 G=G1十G2) ， 则 (5)式变
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为伊6/Ô0;2=0， (τ→∞)。容易解出

G(俨， !V，∞)=α1(俨)+向(吟，向 (1')+α2(俨) =1- '1', 

ρ2时2-i(俨F ∞)=向(铲)俨， <吟= [21}" +αl(1') J / (1-吟，

〈时马 =2'1' [1 十3俨十2向(铲)J/(l →俨)2，

g(2)=2俨口十3俨+2α1 (r)J/ [2俨+肉价)J 2 0 (21) 

和 τ→∞时 (15) 式比较，有向(俨)=α0， 向(俨p ∞)，也(俨)=αo. ρ。仆，∞〉。且当俨→ 1，

向伊)+的(1')→0。当伊=O， p，.(∞)=0， (n>l)o 平均光于数 <'11>=α1(0) 手 0， <俨吵 =g(2)

=0。这是由于同时到达原子的光子被原子吸收p 剩下的不能被吸收的光子只能一个个地顺

序到达原子附近，不出现几个光子同时到达原子的起伏现象。

四、阶乘矩和相关函数运动方程及 γ=1 时的严格解

生成函数法也可解俨=1 的情况，所得光子统计量表示式非常复杂，这里从略。有时物
理问题不要求知道向(τ)，只要求知道〈吟(τ) ， <忧(2])(τ) ， g(2)(τ) 等及这些物理量之间的

依赖关系。为此求得光子阶乘矩运动方程和相关函数运动方程
(l+1')d<n(而>/dτ = -2 (1-r)k<noG+1J>+k[(5k +3) 俨 - (k-l)J<饲ω〉

十4，tk3<nCk-1]> 十叫2(k _ 1)2<n[7G-2J>, (k=l, 2.. …) 0 (22) 

(1 十 r)dg(灿/dτ = → 2(1-r) k<饲>g<7G +l) 十k[2(1-r)<忧>g(2) 十 (岛'一 1) (k-1) 

-4'1'/<饲>Jg(k)十4俨k3g(k-1)/ <'l1>十吵2 (k-1) 2g<占-2)/(饲>2， (k=2 , 8, …) 0 (23) 

约定 <n[OJ> =1, <饵[-lJ) =0, 9ω=1， 旷的 =1。对于一般俨情况F 由〈沪J> 或 g(协分别和高一

阶的〈沪+乌或 g(7G+1) 糯合p 这两组方程求解困难。但9"=1 时3 解除了。阳〉和〈侃陆+1)> 的

糯合，可得〈何[刘>Cτ) 的简洁的严格解。 g<k)(τ) 亦然。解〈何〉和〈伪[2)> 为

<n>= 倪。A(τ) 斗 [A(τ)-lJ/2， (24) 

〈饥凶〉 =(glad十2no)A3 (τ) 一 2悦。A(τ) + [A3(τ)-2A(τ) + 1J /2, (25) 

式中忧。和 g~Õ~ 为初值， A(τ) = exp (4τ) 0 (24)和 (25)式中最后一项为自发双光子发射的贡
献。第二阶相关函数为

g∞(τ) = [(g~~S~+2向十1/2)A3(τ) 一 (2悦。 +l)A(τ)

+1/2J/[(忧。十1/2)A('t') -1/ 2J2 0 飞三ö)

易证明，对真空场 no=O， 't'm=ln 2/4 时，有极小值 gLZL(τm) =100 由 (22)式可见，自发双兔
子友射对高阶阶乘矩(k>2)没有贡献。

五、结果讨论

分别对三种初始光场的光子统计物理量进行了数值计算。脉冲相干态和相干态光场光
子密度分布为国3

ρ。(0)=1-1十f exp( 一 no/f) , (27) 

向(0) = f exp( 一悦。/f). (rlQ/!)"/悦 (n~l) 0 (28) 

均/1 是脉冲相干态光场平均光子数，/是脉冲场时间占有比。 f=l 为相干态场。浑沌态地
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场光子密度分布为

向(0) =吨/(1 十悦。)n+1 0 (29) 
计算结果如图示。伊对光子统计的影响由图 1、 2 清楚可见。 热平衡时， IJ' 的影响必反映为

温度对光子统计的影响。用 002 激光做分于双光子过程实验时，这种影响不可忽略。而用

较短波长激光实现双光子过程(如原子)，由于 iJE 较大，温度的影响可以忽略。

1. r 对光子反聚束效应的影响
我们以 g(2)<1 作为光子反聚束的判据E$30 俨对产生反聚束的影响如图 2 所示。当俨〈

7"0 (原子或分子的某一态分布比)时，光场才有可能在介质中传播一定的约化时间 τ。之后呈

现反聚束效应。

(1) 初始场光子统计性不同，对应的内也不同。脉冲相干态光场很难演化为反聚束效

应光场。

(2) 对统计性质不同的初始场和不同的飞其呈现反聚束效应的传播时间 τ。亦不同。对

同一初始场，扩越小 τ。亦越小。
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Fig. 1 Curves of (n) vs.τ. O~ 1' <l， no=5. The initiallight f:ìelds are (α) coherent 

states, (b) pulse coherent states (f=1/2) , and (0) choatic states 
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(3) 对相干态光场和浑沌态光场，当 r 稍小于何时，光场呈现微弱的反聚束效应后又

随 τ 发展趋向聚束。这是由于当光场减弱到一定程度后，双光子发射增加聚束的作用超过

了双光子吸收使光子反聚束的作用。

为了简单明了看出'1"0 和哪些物理量定性有关，由 (23)式作近似解 g(2)(吟，得

'1"0=1- ({[4(1-1/向)g~g~+16/忧。 +2/饥5Jτ十 2(g~ÕS-1)}/{[4句gia

-giE(2句gm-5+4/向)+16/忧。 +2/吼~Jτ十giæ -1}) ， (30) 

τomin=(gizj -1)/2[2向射击→ g~~~ (2nogtæ-1)] 0 (31) 

Zo min =τo min/2K~ 为俨=0 时之句和吨。由上两式可见 (1) 倪。越大则'1"0 越大， gjij 越大，

俨。也越大 (2) 相干场时'1"0 和 τ 无关，其它两种光场'1"0 随 τ 增大。 (3) 浑沌态场 τbtJE 随

即增大而减小y 相干态场 τb22、脉冲相干态场 τizkn 和 no 元关，且吨I:;in >7:~~(n >钊22。事

实上3 光场在双光子吸收介质中传播很短时间后3 光场统计性质便改变了，尤其是浑沌态场

变化最大，所以由 (30) ， (31)式引出的结果只是定性的。另外p 从稳态解(21)式，可得扩o(∞〉

=0.094，这个值和图坷的、 (c) 的值'1"0 相当接近。称 max '1"o 为产生反聚束效应的临界态分

布比，介质的'1">max 俨。时光场不可能通过双光子过程产生反聚束现象。

由上述讨论可得结论:选取双光子跃迁矩阵元 8(2) 大、原子密度 N(的高的介质为双

光子吸收介质，使用较短波长、较强的连续激光束透过介质的光程较长(如采用折叠腔措施

等)，可较容易地得到较强的反聚束效应。

2. 双光子放大器光子统计特性

双光子放大的一个重要特点是3 甚至在俨<1，粒子布居尚未反转时p 就可有效地实现双

光子放大(图 1)，而且这时光场的高阶相干性不好， g(2) (τ)>1(图 2) 。这是由于自发双光子

发射有相当的贡献所致。

由稳态解 (21)式，当俨→1 时，旷日)(∞)→2; 但由俨 =1 的严格解 (26)式p 当 τ→∞， g(2) ( 7:) 

→∞。两者趋势不一致p 这是由于稳态解生成函数只适用于伊<1，而严格解(26)式只适用于

τ 不太长、 <91，) 尚未增大到足以使介质控子布居有显著改变的情况。物理上原因是扩=1 时
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图 3 原子完全处于激发态y 即 r=∞时，初始场为真空场p 双光子放大器光子统计

Fig. 3 Photon statics for a two-photon amplifier~ which has all its atoms in the 
excited state (iι r= ∞) and vacuum state field 臼 its initial field. (α) Curves of 
〈时 vs.τ) ( b) Curves of (n[23) vs.τ， (c) Curves of g<')) vs.τ. A-present results, 

B-results in [2) 5J. 
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介质粒子布居发生反转，发生状态的突变，使光子统计性质发生显著的变化p 这种变化集中

反映为 g(2气功的增大。

由图 3、4 可见，俨=1 时，当 τ> ln 2/4 J g(2) (τ) 随 T 近似以指数增大5 伊=∞时，以真空

态为初始场的双光子放大p 光场的 g山。)>8。这表明双光子放大器光场的高阶相干性很
差。 g(2)>2 的现象称为光子超聚束现象。这是由于双光子放大过程决定了光子发射至少是

成对的、正相关特性很强所致。
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图 4 半数原子处于激发态， flP r=1 时双光子放器光子统计 g<2Lr: 曲线
Fig.4 Photon statics f o1' a two-photon amplifier, which has half 

of its atoms in tho excited state (i.e. r=l). (α) Cu1'ves of (n) vs. 

τ" (b) Curves of (n归J) vs. τ， (σ) Curves of g (2) vs. τ. The initial 

field is:α-coherent state field, b-choatic (or pulse cohe1'ent) 

state field, c-vacuum statc fleld, g~口 =10

Jackson 和 Wynne国认为 Nikolaus 等[9J的"双光子激光"工作是参量过程。由于非简

并参量过程中泵浦模、信号模和懒闲模都以单光子过程形式出现，这些场不可能呈现光子超
聚束现象。 因此光子超聚束效应可作为一种手段，用于判断双光子激光器中工作介质是否
真正实现双光子放大作用。

作者对谭维翰副研究员的热情帮助、宝贵的建议和有益的讨论致谢。
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rJ.1he photon statistio of two-photon prooesses is treated for the general case of 

two-level systems. After generalizing the generating-fu丑的ion method , we derived 也he

ge丑erating functio丑 with parameter r(atomic population ratio) , its partial differential 

equationJ and equations of factoril moments as well as equations of correlation 

functions. Analytical solu旺。丑s were obtained for various values of r. Ourves of <侃〉

a丑d g(2) versus τand T were deduced for 也hree kinds of initial fields. Both the effec也

of T on pho也on antibunching and characteristics photon statistics for two-photon 

amplifiers are discussed. The photon superbunching is proposed as 0丑e of the oriteria 

for 也wo-photon amplification. 




