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平条纹面介质光栅衍射之二阶

藕合被理论的进一步推广

悍钢于美文

提要

本文在 Moha.ram 等人工作的基础 t. 对现有的平条纹面介质光栅衍射的二阶搞合技理论作了进一步

推广o 文中理论分析严格地建立在定态麦克斯韦方程组的基础之上。因此，原则上，按照本文所介绍的方

注可以借助计算机得到具有任意所需精度的结果。

本文所研究的对象是平条纹面介质光栅。 文中除要求光栅介质具有平面等值面及平面表面外，对光

栅结构没有其它限制。本文允许照明先放以任意方向入射(特别是，允许入射面与光栅矢量面成任意夹

角)。此外，本文还允许入射光具有任意的俑振状态，并以一系列琼斯矩阵表示光栅的衍射特性。 这意味

着本文把光栅也当{乍一种偏振元件来处理。

、号 i

解平条纹面介质光栅的衍射问题最终可归结为在一定的条件下解非均匀介质内波动方

\12E(r) 十k28 (r)E(r) - \1 [\1 .E(的] =0 

的定解问题。根据文献 [2J 统计，自 1930 年以来，有关光栅衍射问题的文章已发表了 400 篇

以上，其中许多篇是有关乎条纹面介质光栅的。而有关的理论p 也有六、七种之多。但总的

讲，每一种理论都对应一种特殊的解法或近似解法p 并在某种特定的条件下得到好的结果。

例如p 忽略光栅厚度的某些效应p 可以得到适用于薄光栅的薄光栅衍射理论[43 而搞合波理

论(一阶二波理论〉则对具有较低调制度的厚光栅适用 y 并仅在近似布拉格入射的情况下有

较精确的结果阳。大约在 1981 到 1982 年间J Moharam 等人发表了几篇有关光栅衍射之严

格解一-二阶糯合波理论的文章【1""3J(其中以文献 [3J 所介绍的理论适用范围最广，对两种

偏振态 TE 和 TM 都作了研究)。 比起以前的各种衍射理论，二阶搞合波理论的主要优点

是 (1) 理论的严格性。 (2) 光栅结构的任意性。后者主要指光栅可以具有任意的厚度、
条纹倾斜度、调制度、调制类型和调制截面形状。

本文所给出的衍射理论具有文献 [1--3J 所介绍的二阶糯合波理论的主要特征3 在保留
文献[1--3J优点的同时作了进一步的推广，即本文允许入射面与光栅矢量平面成任意夹角

向，而把文献 [1 ，，-， 3J 中讨论的情况一-入射面与光栅矢量平行的情况作为本文的理论α:0=0
(或叫时的一个特例o 此外J 本文采用琼斯矩阵表征光栅的衍射特性，故而可以较方便地用
于研究光栅对光场偏振态的影响。

收稿日期 19S4 年 8 月 17 日;收到修改稿日期 1985 年 1 月 10 日
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二、基本理论

1. 定解问题

如图 l 所示，设有一J~栅2 其结构可以下式表示
((忧R)2 rζR 

ε(的斗~ 8jexp(iZk.r) , rEG 

l(nT)2 rE T 

式中， 8(列为复相对介电常数3 其实部为

[nG(r)f'J 虚部为 σ (r)jωEO (ω 是时间角

频率， EO 是真空介电常数pσ(的为电导

卒)。由 (1)式可见:在区域 R、T 中J 介质

具有均匀的折射率川、 mTP 没有吸收;在区

域 G 内p 介质的复相对介电常数其有平面

等值面(即乎条纹面)，且平面的法矢量为

K(gp~栅矢量)， K 与光栅条纹间距 A 的
~ 

关系是 IKI=2πjA。由于 (1) 式包含 K G 
图 1 单色议以任意方向人射具有

的谐波成分 lK， 所以光栅的调制截面形状
平面条纹面的介质光栅

不受限制。 b'ig. 1 A müno巾二omatic wave 

设在相对磁导率 μ=1 的介质中p 具 incident on a pla阳nar d位ielec出毛缸让时r时.寸i
n 有任意偏振态的单色平面波 8肚ex邱p(付iks' 俨抖) gra剖ati挝i卫吨g in a阳丑 arbitrary d巾ircctio惆

以任意方向入射上述光栅时3 根据定态麦克斯韦方程组及其边界条件得

489 

(1) 

Z 

V2E(r) 十k2s(俨)E(r) - V[V .E(r)] =0, (2) 

n x (EA_EB) =0, n x ('1 x EA- V X EB) =0, (3) 

式中J n 为区域 A、B 交界面的法矢量， EA、 EB 为 A、B 区域中的电场强度矢量， k=2π儿，

丸为真空中波长J (2)式称为广义波动方程。

2. 试探解

显然y 在以上定解问题中y 存在着一个特殊的方向p 即光栅表面的法线方向(纵向〉。在

垂直于这一方向的任何一个方向(横向)上: (1)光栅结构的线度元限大，因而具有光栅矢量

K的横向投影矢量 Kp 所表示的周期性 (2) 入射光具有 Ksp 所代表的周期性。由此两点，

本文假设 (2) 、 (3) 式具有下面形式的解:

EG(r) = :'E E~， (r) = :E Zm(z)exp(ik~p.抖， (4) 

式中J k~ρ =ksp +刑Kpo 此解是否合理取决于能否使 (2)和 (3)式唯一地确定所有 Z以z) ， 且

Zm(均不恒为零。 (4) 式的物理意义在于:光栅对入射光施加某种作用而产生衍射光p 因此衍

射光场的结构应当与光栅和入射光场所形成的网格相配合，以同时满足K，p 和 Kp 所要求的

周期性。容易验证: (1) 所有 Ksp 与 Kp 形成的莫尔条纹结构能够满足要求; (2) 上述莫尔条

纹结构与光栅结构 Kρ 所形成的莫尔条纹结构能够满足要求。 后者意味着，即使光栅是余
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弦的(无高次谐波)，仍然可以有高次衍射3 或者说不管光栅结梅有无高次谐波成分，光场→

般都应具有 K，ρ十mKp(m=O， 士 1，士2，…)所代表的结构形式。

3. 先栅方程

在光栅外部，介质是均匀的p 因此 (2)式有平面波解。但考虑到 (4)式及边界条件 (3) 式，

只有那些横向空频等于 k~p 的平面波能够存在，因此，在 R、T 区域内p 光场可写作

+00 +0。

E气的= Es(r) 十~ E~(r) =8 exp(iksor) 十三 llmexp(ik~or)J (r 巴 R) (5) 

+伺 卡呻

ET(r) = ~ E~(的=三 T"， exp[ik;;;. (r-dk汀， (6) 

式中 kJ~、 k;' 与 (4) 式中 k~p 的关系是

k~ρ =k~'ρ =k~ρ =kmp， k ",p=ksp+mKpo (7) 

(7) 式是-个十分重要的公式:

如果已知入射光的入射方向和光栅

矢量的横向分矢量，那么，只需利用

下面两个事实就能由 (7) 式求出所

有可能的衍射光波(包括透射和反

射)的出射方向(参见图 2): (1) 在

均匀介质内，平面波波矢的模取恒

定值 kn(刊为折射率); (2) 由于光

源位于光栅左侧2 因此p 必须有
图 2 由光栅方程确定第 m 级透射、

k:'z<O、 k~z>O 和 ksz> 0。实际上p
反射衍射光的出射方向

Fig. 2 Detel'minatíon of the directions of the (7)式是光栅方程的一个具有普遍
rn -th forward and backward diffracted wav臼 性的表现形式，此式适用于任何一

ac∞cω01'吐硝d副i吨 t切o gra剖ti坦卫g equation 种"理想的

周期性的光栅o (7) 式的主要特点是:只给出入射波、衍射波及光栅之横向空频之间的关

系，而这种关系也正是最本质的关系。

4. 基本微分方程

由 (5) 、 (6) 两式可知:要想求出各级衍射光波，只需求出各级 1l"，... T"， 即可。然而，欲

达此目的，必须首先确定光栅内部光场的运动规律。若令

Zm(Z) = Am(z) exp (imKzZ) J 

则由 (2) 、 (4) 两式可得关于 A"，(功的微分方程组

~ ~ +明

主言 Am十2i响瓦岔 Am一 (矶)~A刑十P 主 8m_;A;(z)

(8) 

r,: 1,.0. d 飞 d'J Å 1 ,: 1.0 r d Á 1': I LG A \ 1 一 k l i (k~ 0 万 Am)+ :Z2 Åmz J - ik~l l; Ame刊(k~.Am)I=O， (9) 

式中，例=0， :t l，土 2.. …， kZ=kmp+响Kllk(或 kop十mk)o 若把 (9)式写成分量形式，则

有
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舌Åmx 十2叫zÅma;+立队叫
J 

一 (k;， y 十刑且K;) δ刑jJ (cosα叫Åjil:十 sinα刑jÅ!SI) =0, 

-7- A ma:- Å ma: =O, 
αz 

~ (10) 
舌 Amv+imKzÅmll+i~[(k28m-i/km，;) -ιvOmJJ A Jz = 0) 

3 

1 

亏二字( B::, ) ÅjZ +i ( 8;~-， ) [刑KzÅje
十km宙 ( -sin α时Åj.1:十∞sα叫Ait')J =0, J 

式中 m=O， 士L 土 2， ð叫为 8 函数， A何附7晴s 匾E二 Am旷.i弘霄m， Am叫缸 =Am旷.j，饵圳， .A m阳e=A阳旷.k， ÃffIX c::::::l 

舌Am.z， Kz=K.k , kmlJ =kmp.i叫 kmpl 。

各符号的意义如图 3 所示。 SD Zo J 

(10) 式包含无穷多个线性的一阶常系 \/' 

数微分方程。 但一般在实际求解时，可视

精度要求取:响=一刑'1，…， 0，…，刑且

(-n句，响2>的，若令 N=刑1十刑2+1，则共

需考虑、 4N 个方程。所有 4N 个方程相互

联系，必须同时解出。只有当入射丽与光

栅矢量平面平行时p 这 4N 个方程才可分

'‘-1111 
f 

川

、、句I 
..... . fhp A

h
f
\
ι
 

iKj) 

罔 3 基矢 i， j , k , i mJ im 等之方位的确定
Fig. 3 Detcl'mination of the directions oÌ 

为豆相独立的两组，分别对应 rrE、 rl'H 两

种情振态。这时就可以得到与文献 [3J形式不同但等价的结果;并且，对于 TH偏振态3 方

在组 (10)式的优点是.不需进行博里叶展开运算。

5. 边界条件

把(4) 式代入 (3)式可导出关于 AmC功的边界条件:

unit \'0ctors i , j , f(, im and jm 

iAma: (O) - (mKz十 '(I!叩 cos B，~DAma: (O) = -2nRk∞S (}~SIl!δmO， 

rl C08 B J~~AmSl (0) 一(响KII∞s O~ 十忧Rk)Amv(O) +kmSl ωs OJ~Amz(O) 

=… 2nRk∞8 B/;Svδ隅。~ (11) 

ic础。~:Am自 (d) 一(悦Kz COS (}J~; - 'fz,Tk) Amll(d) 十kmlJ COS O~Amz (d) = 0, 
iAma: (d) - (刑1{~ 一忧Tk cos (},DAmæ(d) =0。

Rmz=Amz(O) -Sa:OmO, 
R mp = SpOmO - (1/cos O~~)AmlJ (O) ， 

r (12) 
'Pmz = Å mz (d)úxp (imKz (dλ| 

T mp= Åmu(d)úxp(i刑Kzd) /~OS B~o J 

在 (11) 和 (12)式中3 响 =0，士 1，士 2，…。町、 O;'t 为第m级反射、透射衍射光波的出射角;带

盹!以"0:/'者为垂直出射面分量p 带脚标"p"者为平行出射面分量。 (11)式用于确定 AmC吟，而

(12)式则用于在已知 Am(功的情况下确定输出量 R"， 和 Tmo 显然 (12)式仅表示电场的切

向分量在边界上连续。
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6. 用琼斯矩阵表征光栅的衍射特性

由 (2)式和 (3) 式可知J 对于电场 E(的来说，介质光栅是一个线性系统。因此，可以一

系列的反射、透射琼斯矩阵[(jJM::r、 Mrn(刑 =0，土1，土 2，…)表示光栅的衍射性质

R刑二M~8， 置'm =M~:8， (13) 

其中 S、 Rm、 Tm 分别为入射光和第 m 级反射，透射光的琼斯矢量，它们各有两个分别对应

垂直、平行出射(或入射)面的分量。矩阵~!~、M~ 各有四个元素

。
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(14) 

采用琼斯矩阵的优点为

(1) 可使光栅本身与入射光在一定程度上分离开来(与入射光的偏振态分离开来)，即

对于确定的光栅及确定的入射方向， M:，~ 、 jif，~ 只代表光栅p 而与入射光元关。特别是，对于

特定的光栅和入射方向，只需计算两种以特殊偏振态入射的情况，即

8(1)=( ~)， 8叫~ ), (15) 

就能把光栅对任意偏振态入射光的衍射特性表现出来-一-求出各级 M~ 和 M~: 设当
S=8ω 时3 有 Rm=R;，~J， Tm= T;1)。当 8=8(2) 时，有 R刑 =R(2)， Tm= T~;>， 则

ME=[RFRE吁 M~ = [Tg) T~)J 0 (16) 

(2) 矩阵 M{，i仁 M: 既可反映光栅衍射效率的大小，又能体现光栅对衍射光场各分量的

位相的影响p 因此，采用琼斯矩阵能够研究光栅对光场偏振态的影响。事实是，本文也把J~
栅当作一种偏振元件来处理。

7. 衍射效率

第 m 级反射衍射效率 η旦、透射衍射效率 d定义(若以琼斯矢量 γ=8//8/ 表示入射
光的偏振态)可表示为

ηZ=γfHbpd=γtHI:γ(17) 
其中符号"仙表示矢量或矩阵的共辄运算。矩阵 H~~H~ 可分别称之为第 m 级反射、透射
衍射效率矩阵，且

HZ=(GOSOJE/oosobMPM2， E:=(qLTG0885/qbRCOSODM;TA巧。 (18)

由 (17)式可知:在一般情况下，衍射效率与入射光的偏振态有关。

三、数值计算

实践表明，在绝大多数情况下2 由本文所给的理论不能得到衍射的解析解，而只能借助
计算机求数值解。

下面将讨论有关数值计算的若干问题。

1. 基本参量和初始参量

由 (9) '" (11)各式可知 Rm... Tm 与 S 之间的关系可由何时， nR/ 、/8';，饲♂T/,.j 80ι ;二, 
趴叫/ε々叭0旷/

故在编制计算程序时一般取下述初始参量:入射角 OC、入射面倾角 α。、光栅矢量倾角 0， 相对
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再度 dlλp 相对条纹面间距 AIA， 折射率川、nT 及相对复介电常数的展开系数句。=0，士1，

土 2，…)0

2. 计算方法

微分方程组(10)式可写成矩阵形式-

丘DA+MA=O.
αz 

A~[土l
D-1-1 D_10 D--11 

D = I ... DO-1 ])00 D 01 

D1-1 D- 11 D11 

(19) 

r Amz 1 
Am=\ A叫\ , 

l A mz j 

(20) 

rðmi 0 0 0 l 

D 二I 0 ð叫 o 0 I 
mJ I 0 0 ðmj 0 

L 0 0 0 8m-j州。」

(悦， J= 一刑1…m2)

(21) 

ß!-1-1 llf_10 ]1-1 

M=I … JY!O-l Moo lrJ()l 

M 1 - 1 M 10 .. M11 

在矩阵 M 中

Mmj = 

…Jc2Sm ∞ α-ð …;) 
…δml 0 

o 0 

(19)式的通解为

(22) 

s垃1αm;k2SmJ 0 l 
。 o

imKI:δm 钉(k9lk时)8m-i- km1ßmj I 
4 ∞sαm/C叫(Sm-ilε。) i悦K~(8m-llSO) J 

(叫 j=-ml…m2)

4 1l 

AmC← 22U向呵(iqhZ) , (23) 

式中 qh 为矩阵 iD-1J，1 的第 h 个特征值(共有 4N 个)..而 emh 则按下式组成 iD-1M 的特征

欠量 ell . 
|呵hÐmh:1J I 

eh=1 1, 
emh 

. 

。

『·
·
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l
i
-
-
'
l
l
l
·
-

MMh mmm a
udv

QU 

F
E
E
I
l
l
i
-
-
l
l
t
t

」

= 
、
"

m e (2生)

在 (23)式中，饥为待定系数。把(23)式代入， (11)式可得确定 011 的方程组。当 s=sω 时，
有解 O~?) ; 当 8=8(2) 时，有解 OF)，由 (12)4 (16) 有
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r -OmO十三sci~mhs 22Gi与mhll: l 
M!.:=I h 1. 

". 1 - (1 / cos ()ft~) ~ O~1)6刑h由 8刑。一 (1/cos()~) ~O~:与mh!J l' 

M?:= 

[pr…时叫dJ
。/C08 ()~)三~ O~l)em问 exp [i(qll +mKe)dJ 

三~Of)e刑hzexP [i(qll十刑Kz)dJ 丁

(l/co& ()~)~O俨8m1lveXP [i(qh +刑，Kz)dJ I 口

1.0 

0.5 

，。

3. 计算实例

1.0 

0.5 

弧度
2 

1 

-1 

(刑Z →响1…悯且) (25) 

Arg[ri,.l>J 
/ 

dj A 

1 2 3 垂:> à/A 

(a) (b) 

图 4 由本文方法计算文献[3J中第二个例题得到的曲线

Fig . 4 Curvcs of the second example in ref [3J calcnlated by method of this paper 

作者认为文献口I"V3J所涉及的问题是本文理论在向=0 时的特例情况。因此当取 α0=0、

时由本文的计算方法算出的结果应与文献 [1 '" 3J 所

给出的结果相同。图 4(α)表示由本文方法计算文献

[3J 中第二个例题得到的结果曲线。这些曲线与文献

[3J 中图 2 给出的曲线相同3 这显然是对本文理论的一

个支持。此外2 由本文方法还能得到文献[3J没有给出

的信息，即衍射光的位相信息。 由图 4(b)可见:一般

矩阵 M~、 M~ 的各元素具有相异的辐角p 因此在一定

程度上p 光栅可以具有类似推迟器(如用各向异性晶体

l 2 
生 制作的推迟器)的功能一←使各级衍射光(包括零级)

5 dlA 的 'rE-.TH 分量产生附加位相差。这一现象的物理原
图 5 入射面与光栅矢量面成

~-_.定角度时获得的计算结果

因在于:光栅的结构是各向异性的。

l!'ig. 5 Results calculated wi让1

当 α。 =45。时，即入射面与光栅矢量面成一定角

度时获得的计算结果。由图 5 可见:当 α。李 0 时F 矩阵

M~、M1 的非主对角元素不为零。说明既使入射光是
纯 TE(或 TH)分量。

the incident planc at an angle 

with the grating vector 

最后，应指出，在由本文所给计算方法计算纯折射率调制光栅时3 计算结果满足能量守'
恒定律。这元疑也是对本文理论和计算方法的一个支持。



6 期 平条纹面介质光栅衍射之二阶搞合波理论的进一步推广

参考文献

[1] M. G. Mobaram, T. K. Gaylord; J. O. S. Å. , 1981,71 , No. 7 (.Jul) , 811. 
[ 2 ] T. K. Gaylord , M. G. Moba.ram; A 'fJPl. PhY8. , 1982, B28, No. 1 (May) , 1. 
[ ;; ] M. G. Moharam, T. K. Gaylord; J噜 O. ß. A. , 1983, 7B, No. 岳 (Apr) ， 451.

[叮 R. M唔丑usson ， T. K. Gaylord;οpt. Commun.) 1979, 28, No. 1 (Jan) , 1. 
[5] Herw:ig Kogelnik; BeU SY8t. Tech. J. , 1969, 48 , No. 9 (No吗， 2909.

,[ 6) Eugene Hecht, Alfred Zajac; <<Op仰卧. (Ad也son 四Wesley Publisbing Company, 1974) , 266. 

Generalization of the second-order coupled-wave theory 

of diffractions on planar dielectric gratings 

YUN GA.NG AND Yu MEIWN 

(Beij伽9 Institute 旷 TechnOlogy)

(Received 17 August 198勾 revised 10 January1985) 

Abstract 

405 

A generalization of the second-order coupled-wave 也heory of diffra时ions on planar 

4lielec也ric gra古ings are presented ‘ The 也heoretical analysis iS rigorou.sly based on the 

static Maxwell' s equa古ions. Therefore, it iS easy, in pri丑cjple， to ob也in acourate results 

by following 古he ûomputa也io丑al 囚的hod given by 也he prese且也 paper.

rl'he planar dieleetric gratings 的udìed ìn this paper are only required 古o hava 

planar isopla丑。S a且d plane surfaces. As tþe directíon of 古he íllu皿inaιing wave with 

r8spect to 七he gra ting 18 not r倒也ricted ， the ínciden也 plane 皿ay be no名 parallel to the 

grati丑g vector plane. Further皿ore， the jnciden古 wave may bearbitrarily polarizod 

and a series of Jone's matrices are adopted to charac古erize the grating. ThiS means that 

gratings are also consldered as elements which oha卫ge the state of polarizatlo且 of liglü 

飞vaves.




