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条纹分析中一种简单的 Zernil<e

多项式拟合方法

刘月爱
(中国科学院光电技术研究所〉

提要

木文介绍了一种实现干桔条纹Zernike 多项式拟合的简单算、洁。该算法虽然仍是革于 Gram-Schmidt

正交化方法，但用该算洁求解 Zθrnike 系数时并不需要经过正交化过程，而是用语 Zernìke 多项式的协

方差矩阵的线性变换来直接求解，因而它很适合于编写拟合过程的计算机程序，是一种比较理想的实现
Zernike 多项式拟合的算法，

一引 也
一
日随着现代科学技术的迅猛发展p 对光学元件加工精度要求越来越高。传统的只从干捞

条纹分布来简单地估计波面质量p 已不能满足精密光学检测的要求。因此3 用电子计算机对
干涉条纹进行精密定量分析就显得越来越重要了。

在用计算机分析干涉条纹时，往往是对被检波面多点采样，并用→个多项式来拟合这些

数据点。一个较适用的拟合多项式为 Zernike 多项式。该多项式的指导思想是将一个任意

披面看作由无穷多个基面的线性组合[lJ 而成p 即 w=α。+α181+α282十…+α18，十…，中式
句表示各基面』其表达式参见文献 [5J 。系数句为相应的权因子，它们都为常数。

应该指出，句为定义在单位圆上的正交多项式，因而实际光瞌都要经过归一化后方可
进行 Zernike 多项式拟合。

--、 算法的推导

要求解系数 αj(jz13 …， 911) ， 可以直接使用最小二乘法，但这种方法求得的解在数值

上是不稳定的。虽然增加抽样点数可以改善这种情况』但这又带来了计算量增大的问题凶。
本文介绍的方法是基于 Gram-Schmi也正交化方法来求解。

假若用前 m 项 Zernike 多项式来表示波面p 则对于 N 次测量，有

W， =α。 +α18H十也8:;11+…+α181'十…十α，，'sn' ， (i =1， …， N 而且 N>n) (1) 
其中 81i 表示 81 在第 4 个测量点上的值。求 N 次测量的平均值:

w=α。 +α151+α282+…+αjSi十…+向马 (2)

这里变岛的平均值马定义为:豆马←J=主土 s句jμt
.LV i=l 
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从 (1) 中减去。)，并令 Um~=再T， -W 及 Ujf =8j<< - SiJ则有:

Um(=向UH十α2U21十…十αjUjf十… +α，.U，." (i=l ， …N) 。

现在，我们按照 Gram-Schmid也正交法，以矶的线性组合来重构一个在数据点上正交

的多项式 Pl剑，并使得 Um=01P1十02P2+…十OjPj十…+OnP，. o 该式用矩阵形式表示

为:
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P7t， 和 Pj 的正交性可以表示为:

~ PJ,P kI =O, j 亨皇岛， (4) 

我们按照下式来构造 PJ
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因为 P1.P2. 为正交I Rß: 

~ PHP2i=~ U21P1广α21 ~ P1,PH=O, 

αr主 U2iPH/~ PlfP汕

同样有z EPJrEUJ14-α32 ~ P21P1，-α312PJ14 

同理得:

余此类推，可得:

EEUJ14-αs12PJIe=0， 

αr主uι/主PHP1fO

α俨主uι/主P山

α俨主UjJBAM (6) 

又根据 (5)式有
αjk=l ， j =ι(7) 
αjj，: =O， j<岛。 (8)

这样所有的 αfk 都依次求出2 这时 PJ(j =l， …， n) 即为己知。之后，再用最小二乘法来解系数

。J (j =1, …, n) 即要求使方差:

σ2=抢 (u刷一去 c叫且，为最小时系数 0，的值o

令 35;=4主凡 (UmJCjPss)手主(Um凸-OJP;J) =0, ~.导
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马=主Um， Pji/，主 PJι (9) 

将 (5)式代入下式

得到:

'U1 \ 

Um = (们3' 向) [ ~2 1 

飞 Un / 

;1 0\ IP
1 \ 

Um =(α1α2…ωlα 1 i H ~2 ) 

将上式与 (3) 式相比较，得

I 1 

(010 2•. ,0 ,.) = (α由..αn) I α21 

1αn1 

据此，我们可以写出码的代数表示式
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由 (2)式又可得

αj= OJ - ~αH肉，
4'"" i+1 

α
 

nZH -w 
一
-

a (12) 

至此， Zernike 表达式就完全求得。现在我们以 n=2 为例来实施一下拟合过程。

U3 =向U1十α2U2J

的1古 U2几/主UHUH =击。
其中 Âu:表示 8，与 8j 的协方差，当然也就是矶与矶的协方差:

1λ-.， TT TT 1 .!f-A俨方 EUtkUfk二万主 (8仿 -8，) (si~一句)寸亘 S!~fI~-Sι

01 =主 U3iU旷主 U1ι =A1S/Âl1，
也 /~1 D D _ Å32Âl1-A12.A 02=~ U S,P 2, / ~ P21.P :J;.= 
自町'/ t:立 A22Al1 - A 12A 21 0 

根据 (11) 式有:

α2 = O2 = (ÂS2Å 11 - A 12A 31 ) / (Å22Â 11 - A 12..d 21 ) , 
α1=01 -α2102 = (Å13Aaa - A 2SÅ 12 ) / (A22Á ll - A 12Å;11) ð 

的 =2 时陶协方差矩阵为:
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按照协方差的定义，有 AiJ =A;l, 

对上述矩阵进行线性变换可得

1 今/A l1 A1S/A 
A23.Åll - Å 13Å!11 o 1 .L.L~;S~1l .LLIß 

ÅllllÅ工1 - AlnÅlll l' 
Â 31 Å 3ll Aaa 

(~α21η o 1 O2 

因此p 当伪 =2 时协方差矩阵的前两行所组成的矩阵就是关于肉、向的线性方程系统的增广

矩阵。

不难推证，当 '1ù =3 时，协方差矩阵的前三行所组成的矩阵也是解线性方程系统的增广

矩阵p 因此有下述推论z

推论:
用 Gram.-Schm.id也最小二乘法进行 m 项 Zernike 多项式拟合时，协方差矩阵的前饰行

所组成的矩阵

A11 .A 

Å 21 .Å2ll 

.Ân1 Anll 

就是解线性方程系统的增广矩阵。

证明:

我们用数学归纳法来证明上述推论成立。

前面已证得优=2 时推论成立。
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右上角的 T 表示转置。

及:

(川)b7e7e+ l I \ 0 7e 

前一等式的左方矩阵表示三角化后的协方差矩阵的前 h 行与前 h 列上的元素所组成

的矩阵。后一等式的左方矩阵表示协方差矩阵的第 h+l 列上的前 h 个元素所组成的矩

阵。
当仰=h十1 时若推论成立，则:
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1 b且 bl1~ b叩 \ I :. 。 。

。 b b2k b2~+1 α'21 1 。

。 。 1 b胁~1 J 飞 α7.;1 向2 •.. 1 
。 。 。 1αι+11αk+12 

及z

(b )(c) b2k+2 '_1 O2 

b..".. r\O~+1 。
事实上，前面已假定 n=M 时推论是成立的，因此这里只要证明z

就可以了。

、
1
J

14 

十?而., , 。
42 

4
止一



.au '
'
1、

1ltrlJ 
4·a + 

'
W
町
，

•• 

叫
。

一
一
一
一

咱
·
·
3
a

++ 
品
"
'
且

7070 

b 1J，. J..~ = Å 1hW1 
17H1~ -.4-一

的+11=主 Uk+1i U1，/;主 U1，U工4J去，
b1比+1 二的+110

b2k+1 = (Å2k+1Åll - A j1,;+l1A 12) / (Å22Å 11 - A坦Å21) , 

的+12=主 U1t+1I P2'/主 P2.P2~ = A协叫11-Al山+11
t~i -ï ~ - ~.- ~ . A 22A11 - A 12Å 21 

b21H1 =αk+且Q

余此类推，不难证得比+1=αk+140=1322 …J k+1) ，

同理可证:问+2=O， (i=1， 2.1 …JM十1)，因此，上述推论成立。

现在讨论拟合的精度问题。在n=2 时p 数据点相对于拟合出的曲面的方差为z

又

及

"1了

σ22幸军(U刷一 01P凡1ì-一 02P凡凡2剖ρt斗)

才 N

=方言(U;l~ 一 201P11Um汁oiPî， 一 202P2tU m~ + O~P~，) 

A = Åmm - 201Ámm十011TAr202(Amrh勾)

+09. ~1山2-Å12Âm1.兰叫11-Å12Å21
" Â22A l1 - A 12Â 21 Å 11 

=Amm- O工Am1 -02 (Am且一的lAml)

=Amm- (α1十岛的1)Am1 - α2(Âm2 - α21Âml) = Åmm一αlÅm1 一 α;:!A m2 。
当 n=3 时的方差为:

'1 11' 

σã=去军 (Umi -01PH-02乌i-OSPS1)2

=A伽-01Am1=02(Am2 一α21Aml) - 0 3 [Âm3 -α32 (Âm2 一αuÂ.，η1) 一 α81ÅmJ

=Amm=αlAml一句Am2 一 α3Am3}

余此类推可有:σ←始 (Um广主 O.Pit)2 = Amm =各JAmj，
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因此侃项拟合的方差为:σ;=Am-EαJAmJo

三、结论

该方法经过实际计算应用3 证明是可靠的p 与一般多项式带权最小二乘法即相比，它具
有一次性求解 Zernike 多项式系数的优点。并且用本文所提出的方法求解 Zernike 系数要

比用带权最小二乘法求解一般多项式系数来得简单p 因为它只需要把协方差矩阵当作解线

性方程系统的增广矩阵就可求得 Zer且ike 系数。而且求解拟合方差也是比较简便的。因此，

该方法不失为一种较理想的求解 Zernike 多项式系数的方法。

本文在写作过程中得到宋从武老师的热心指导和认真审阅，在此特表示衷心感谢。
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A sÎmple method for Zernike polynomial fitting in fringe analysis 
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Abstract 

A Simple 皿ethod for Zernike polinomial fi机i丑g in fringe analysis is given. Though 

the method is 的ill based on a Gram -Schmìd古 or也ogonalizìng technique, i也 is not 

necessary 也o orthogo丑alize the polynomials during fi七ting. The linear transposition of 

the covaria丑ce matrix of the polynomials can work OU古血。 Zernike coef1icinces directly. 

So it offers a bet也er algori thm to Zernike poly丑omial fi协ing.




