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变折射率光线方程的一种数值解法
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〈桂林光通信研究所〉

提要

根据变换后的光线方程，导出了一套变折射率介质中寻求光线方程数值解的迭代公式. 两个典型的

针算实例表明，本文提出的光钱方程数值解法是一个较为普遍而节省计算时间的方法.

一、引

光线在空间传播须满足光线方程m

~( n d!l )=grad(的 (1)
α8\α8 / 

式中也是光线轨迹上的线元g 倪是以 R 为自变量的折射率分布函数;Rzd+gj十必是光

线上点的位置坐标矢量。
方程 (1)仅在少数几种情况有解析解。近十多年来，由于变折射率光学的兴起和发展，

人们对寻求光线方程的数值解产生了兴趣E230

1968 年 Montagnino(3)把光线上点的坐标矢量 R和该点的光线方向 S展开成泰勒级
数，求得方程 (1)的数值解。这一方法不便计算级数的高次项系数，仅靠减小计算步长来提
高计算精度;同时计算用时较多。 1982 年 Sh盯ma 等ω把方程 (1) 稍作变换F 用标准的龙
格一库塔方法求得数值解。但其计算精度仍然只能靠改变计算步长来控制。我们发现，从
Sharma 变换后的光线方程出发，采用泰勒级数展开时，其高次项系数可由迭代方式得到。
这样，计算精度不仅可用计算步长，而且还可用计算所包含的级数项数来调整。在给定的介
质区域内，当计算精度均满足要求时，计算即告结束。

下面首先介绍本文计算原理，然后对两种典型的折射率分布进行计算，并对结果作一简

单讨论。

二、数值计算原理

按照文献 [4) 町，将 (1)式化为如下形式:

式中 dt=夺，

d2R r.> 

d俨晶'
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叶grad(的回 (3a) 

nograd(n)j (3b) 
并且定义一个矢量 T满足

dRz: 
dt 

(4) 

使(2)式化为

r1 T TY (5) 
dt 

方程组 (4) 和 (5) 的数值解文献 [4， 5] 用标准的龙格-库塔方法求得。这里我们把矢量

R和 T按参数 t 展开成泰勒级数，并利用 (4)式和 (5)式得到

式中

R=R(to) 十 T(to)Jt+主 F(I-1> (岛) _ i' !JtH1 响=1， 2, 3,… (6) 
。十1)! ' 

:;; """"_1\ / .... L1t i 

T= T(to) + ~ F(I-l) (tO) ~~ J 响 =1， 2, 3,…, 
4=1 也!

(7) 

F(') = d~~ =dii" (8) 

Jt 就是数值计算时取的步长。目前，变折射率光学仅限于讨论各向同性的情形E210 因此矢

量 F与 T(和 t)无关;此外，设介质的折射率分布为球对称，径向对称或轴向分布，则可由
(3)式推导出一套计算 F高阶导数 FW 的迭代公式如下z

(F~R 
α1θn2 (9) 
。 =2R

O

ð万，

rF<O =(αoR)<飞 i=l， 2, 3，…隅，

α俨 =(α1b〉〈HU

α哺 E主 ôa旦
R ôR' 

b=R.T, 
o;~i-l) = (α2b)<叫

α 王.鱼L
.. R ðR' 

αj4-Dz(αj+1·byt-11〉， j=1， 223，…，也

α!.- 0 ôaj 
5+1 五 o ðR J 

向-1=α;0 b, 
n. . 主 .8α1-1

l ~J R 8R 0 

(10) 
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利用微分学中的莱布尼兹公式不难计算 (10)式中

di(α。 .R)
Jt~"OI) = (αo ， R)(飞

根据 (4)式和 (5)式还有

d'(a 一 .b 飞 m丁卜=(α14) 〈)，

d4(tTL = (R. T)<4) 0 

rdiR , w_ ß.," = RW = T(i-1). 
I dtt 

I d'T ι一~= T<i) = F(ì-1) '" 

l dt' 
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(11) 

(12) 

这样，给定了折射率分布函数饥(R) ， 光线的初始位置 R(to)和初始方向 T(to) 之后，可由

(6) ...... (12)这套公式进行迫迹计算，求出方程(码和(时，亦即方程 (1)的数值解。利用我们寇

义的误差函数[5J
f(K , T) =logIK， 町，

可检验上述迫迹计算的可靠性，式中

其中 F(O)即文献 [5J 中的 Fo

K=J云 [n2F<O)-(F叽 T)TJ ，
忧-

三、计算例子

首先我们考查折射率分布为[4J

{hWRB, 
R~= a;2 十扩

时的计算误差。把(15)式代入 (9) 式和 (10)式得到
r F (O) = - g2 R , 

(13) 

(14) 

(15) 

~F(1)= _ g2史 (16)

LFω= ←gBF〈4-mo

将 (16)式代入(6) 、 (7) 、 (14)和 (13)式得到了如图 1 和图 2 所示的结果。图 1 中的位置误差

P(R)定义为

P(R) =logIIRI-IRa仆 (17)

式中 Ra， 是折射率分布为(15)式时的解析解叫 R则是本文的数值计算结果。图 1 中的虚线
是文献 [5J 用龙格-库塔方法计算的值。它与本文刑=4 的结果十分接近。此外s 由图 2 可

见，函数f(K， T)与位置误差 P(R)存在着简单的关系。

其次，我们对由 (18)式所描述的所谓理想折射率分布m进行了计算。

(/241746 n2=nõ( 1-g2R2 一;; g4R 一一
(18) 

R2 = a;2十矿。
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图 2 误差函数f(K， T)与位置误差 P(R)的

关系曲线。 nð=2.5; g2=0.1!mm2 

Fig. 2 Relation between error function 

f(K , T) and position error P(R) , with 

仰5=2.5; g2=0.l!mm2 

" 
,. 、

.

位置误差 P(R)与步长血的函数关系。
nõ=2.5; g2=0.1!mm2 

Fig. 1 Relation between position erl'Ol' P(R) 

and extrapolation increment .dt, with n5=2.5; 

g2=0.1/皿m2

图 1

把(18)式代入第二节中的有关公式，得到其计算结果示于图 3 0 由这一结果可以看出，
只要取不多的级数项数饥便可以以足够的步长 Llt获得满足实际需要的计算精度。
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误差函数民K， T) 与步长 Jt 的关系曲线。
n~=2.5; g2=0.l!mm2 

Rela.tion between enor function f(K, T) and extrapolation 

increment Jt with 吗=2.5; g2=0.1/皿皿2

图 3

Fìg.3 

讨论与结论

本文获得的(6) f'OJ (12) 以及(14)和(13)等公式，特别便于计算机语言程序的组织和编制，
从而可以迅速完成变折射率介质中的光线迫迹。按文献 [4]对计算用时的推算方法，由图

四、
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1 -，3 可见，在达到相同计算精度的情况下，本文方法的计算用时与 Sharma 等人的方法相

当z 从而比 Montagnino 的方法大大节省计算时间。图 1 中的虚线还说明， Sharma 等人的

方法仅是本文方法的特例(响~4)J 因此，可以认为我们找到的是一个较为普遍而又节省计

算时间的光线方程数值解法。

应当指出} Sharma 等人ω所完成的光线方程的变换，对于几何光学的发展，尤其是对于

变折射率光学来说p 具有重要的意义。很明显，从数学上看，方程 (2) 与力学中的牛顿方程完

全一样。因此，人们可以借助于牛顿力学中的某些经验来处理几何光学问题3 或者相反。例

如，本文中的何) '" (12)这套公式，对于她理有势力场中不计阻力的某些力学问题也将是适

用的。

本文部分结果是作者在西德柏林技术大学进修期间取得的，特在此向该校物理系光学

研究所的 J. Kross 教授和 H. Roeder 先生给于工作上的方便表示感谢。
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A method of numericalsolution for ray equation 
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Abstract 

The iteration formulas for nnmerioal solutioD of ray equation have been derived 

aooording to transformed ray eqnation. Two 也ypical numerioal examples sho"?led that 

the method is more general and requires muoh less caloulation 也iIDe 也o reaoh a desired 

aoouraoy. 




