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提要

本文讨论一种用于光学系统和光学反射镜面检验中的完整而定量的方法。该方法以干涉术为基础，

将所得干涉图样表示成光学系统光瞌坐标的函数和光学零件表面坐标的函数。 。此函数为与象差密切相关

的 Zernike 圆多项式的线性组合.并利用 Gram-Schmidt .ïE交法求多项式的系数使其与干涉图上一些离

散点相咄合.由此函数出发木文讨论了检验系统本身误差及调整误差去除的方法及计算被检波面的最小

均方放差及波差分布，进而求得系统的 PSF 和 OTF 值.

一、干涉图的函数表示

由干涉仪得到的干涉图样在通常情况下总具有很复杂的形状，难于用简单的一般函数

来描述。但考虑到在绝大部分情况下由被检光学系统出射的波面和由光学零件表面所反

射的波面总是趋于光滑和连续的，一定可以表示成一个完备基底函数系的线性组合或一线

性无关的基底函数系的组合。现选取 Zernike 圆多项式系作为基底函数。这是由于

Zernike 圆多项式系具有如下两个主要特点，而对所讨论的问题显得特别方便气

1.在单位圆上正交3 即有如下关系

j町;刀工rjlr;7π ! 亏击击辛击yõ (n庐叫=U~以(p向， ()的).U~以~(ωρ，的 ·ρ d() dp= ~ 
lO (悦孚悦或 Z手 k) ，

(1) 

式中 U~(ρ，的、 U~(p， ())为 Zernike 圆多项式。当 z=o 时 δ-1，当 Z 手 0 时 δ-0.5 0
由于被检光学系统和光学零件一般总具有圆形光睦和圆形的道光孔。经规一化后为单

位圆。而函数系的正交使各不同多项式的系数相互独立，对消除偶然因素的干扰很有利。

2. 和光学设计者惯用的 Seidel 像差系数很容易建立起联系

极坐标形式的 Zernike 圆多项式的具体表达式如下:

U~(ρ，的 =R~(p).θ~(的。 (2) 

上式中 ω 为多项式的阶数p 取值为 0， 1, 2, 0 为与阶数"相关的序号，其值恒与伪

同奇偶性，且绝对值小于或等于阶数。令 (2)式中

Z=n一2悦(饥=0， 1 , 2，…，叫，

r~主 (-1/ 何一 8)! 卢-21 (n-2例~O)，
:-2m=~ ~' ~/ 8! (m-s)! (n一例-8) ! 

l R~n-2削价-2刑<0)，

收稿日期 lSl83 年 12 月 !3 日;收到修改稿日期 1984 年 2月 1是日

(3) 

(4) 

(5) 
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rc佣 (侃一切〉酌，
研-2m=~ --~. (n-2响)0 :-- ----~ -/~ t6) 

l-sin" (n-2师<0) 。

在基底函数系选定之后F 干涉图上干涉条纹的级数分布函数F 即有如下的形式z

F(p~ B) = ~ Qk.U:-2m(p# 0) =QT. U 0 (7) 

上式中 Qk 为常系数， Q 为系数 Qk 组成的列向量，上标 T 表示列向量的转置。 u为
Zernike 多项式项 Uk 组成的列向量。
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(8) 

对于一般的光学系统，高阶像差不会太大，用七级像差来描述已具有足够的精度。而至

J，\阶的 Zernik:e 多项式已包含了全部的七级像差项。 由于采用最小二乘法求系数，当级数

的阶数增至较多时是极不稳定的。此时的系数矩阵严重地失常，反而影响了近似的精度臼16

以下三种 Zernike 多项式的表达形式是等价的用到时不另作说明了=

U~(p， 0) =U:-2m(p# 0) =Uk(P， 的 o

基底函数选定后3 剩下的问题是如何求出 (7)式中的常数也。

通常由干涉图只能得到整数级的条纹位置，且仅在有限数量的孤立点上取得。如何由

这些有限孤立的数据点求得系数向量 Q是问题的关键。这可由 Gra皿.-Schmid也正交法来

(9) 

解决阻。

首先利用 Gram-Schmid也正交法求出一组在所取干涉图数据点集合上离散正交的，且

为 Zernike 多项式系的线性组合的基底函数系 Vo 即t
v=ou 

上式中 O 是元素为 0'1 的方阵。 V 中的每一元素均满足下方程z

ro (l1"l =F r l1), 
~Vrl.Vr2.W=~ 

l1 (11"1= 11"2) 。

上式中 σ 为全体所取数据点的集合。

W 是非负权函数2 其作用是使在权较大的区域内近似更为精确。一般情况取 W=1。同

时也可利用权函数来消除当数据点均匀选取有困难时所引起的数据点非均匀分布的影响。

Gra皿-Sohmid也正交法给出 V和 U的如下关系z

(10) 

(11) 

r 

V42U4-EYr号W.UlVre

[芋 w-m-E(罕W-U，"Vr)于
将(12)式进行变换，并结合(10)式可求得方阵 O 中各元素。"的表达式如下s

。 (4<j)，

r ~1 ，白2

O'J斗 l辛 W-m-25(军W .U,-Vr)2 J (i= j) , (臼)

22[(孚W.U，. 川、OuoOr/] (4)ρ 。

将(13)式代入(10)式就求得了 Vo 以下是如何根据干捞图数据点上的数据和 V 来求出 Qo

(12) 
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由 (7)和 (11)式求得如下关系的干涉图展开式z

F(p， 的 =QT.U= QT.O-1. V=BT. V o 
上式中上标 -1 表示 U矩阵的逆矩阵。由 (14)式最后等式的二端比较得z

QT.O-1==BT 0 

(15)式两边同时乘以 C矩阵并转置得z
QzCT.BO 

(16)式中向量 B 可由己知干涉图数据点的数据，利用最小二乘法求得。

设 a:; (p， 的为实际干涉图样。最小二乘法原理要求z

lJ W.J2巨~ W[a:; (p， 的一F(p， 8) J2 为极小。

将(14)式的 F(ρF 的展开式代入(17)式并变换得t

手 W.j2=芋 w.[主B， oV，了一2芋 Woø(ρp 的·主 B， .V，十手 w. 胁，的J~ 0 

由 (18)式右方第一项及 (11)式得出下式:

方程(18)简化为z

ro (刑手η)
~W oB,. .Bm. V,.. V m= ~ L1 (刑 =n)。

4 卷

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

zw-dBEE(Bf-m42W-5·vd+2w-do(则

为满足(17)式的条件p 上式对鸟的偏导数应为零3 即:

ô(~W .A2)jðB,=2 ~(Bi-~ W .a::. V,) =00 (21) 

由于要求上式对任一干涉图均需成立，故括号中的值不论 4 取何值均应为零。1tP:

Bi-~W. a:; tV， o (22) 

将(22)式代入(16)式最终得系数向量 Qo 而将干涉图样表示成 Zernike 多项式系的线性组

合。图 1 为一波丽的干涉图。 以上过程由程序 POLYNOMIAL 来实现。经计算得出前 36

项 Zernike 多项式系数。由展开式重构干涉图示于图 2 中。图 1 和图 2 在所取数据点集合

上干涉级均方差为 0.013 波长。-6328λ〉。

图 1 披面干皆因 图 2 重柏干捞图

飞.Fig. 1 Interfarogra皿 of the wavefront Fig. 2 Interferogram calculated Ïrom coefficient 

拍摄干涉图时应注意如下几个问题:

1) 条纹级数增加方向应预先加以确定。现取定被检波面上的点，其相位藩后于参考战

面上对应相位时3 程差为正。
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2) 为了建立起底片和被检波面的对应关系，即确定其相对方位，以利于修正面形和调

整，应在被检系统上设置标志。

干涉图在坐标仪或显微密度计上进行测量。也可用电视系统自动采样并处理求得条纹

的中心位置。测量点的分布和致量对计算结果有一定的影响。在实际计算中发现当数据点

数量超过多项式项数不多时，由 Zernike 多项式计算离散正交多项式的过程并不能顺利进

行下去。这是由于在圆形区域取均匀分布的数据点时，这些数据点强烈地趋向于原点对称，

而有一定的相关性。从计算还发现妥保证计算能顺利地进行并节约计算时间，数据点数量

应为多项式项数的 2"，， 3 倍。

拍摄干涉图前应预计一下准备选取的数据点数量而适当调整两相干波面的相对倾斜

量。计算所得的系数在反射检验时由于光路折转返回应除以 20

二、检验系统误差的去除

在光学系统和光学表面进行干涉检验时所使用的干涉仪其本身具有一定的误差。这些

误差包括参考波面本身的偏差，干涉仪中用于转折光路和分光元件的制造误差及干涉仪本

身的调整误差等。它们统称为检验系统误差。最终要反映在结果中，而限制了检验的精度。

以下讨论如何将此误差和被检系统误差分离而去除的方法。当干涉图经计算求得了各

Zernike 多项式的系数后，误差分离的过程可归结为对相应的系数进行分离。

首先调整干涉仪拍摄一组干涉图，然后将被测镜相对于干涉仪绕其本身光轴旋转一个

角度重新拍摄一组干涉图。按照下述步骤进行计算z 设被检波面偏差为 M(ρ，的，检验系

统偏差为 T(p， (j) 。两个拍摄位置被检波面旋转了￠角， cþ逆时针为正。两相干波面在初始

位置时干涉图展开式为 F1(ρ" 0) 0 被检波面旋转￠角后干涉图展开式为 FfJ(ρ，的。则有z

F1 (ρ， 0) =M(ρ，的 +T(ρ，的，

F2 (ρ，的 =M(ρ，。十的 +T(p， 的，
N n 

F2-F王军 M(p， 0+的一M(ρ，。)=22(dAMIO+AAJE血ZO)R~(p) , (23) 

(23) 式中 JA~ 和 JA;' 为二组干涉图对应的 Zerni.k:e 多项式系数之差，由干涉图计算得到z

{叫-A~1t一ι
..dA;'-=Aï~ 一 Aino

其中 A~It， A~.， Å%~ ， Aï~ 分别为展开式 F21 F1 中对应项的 Zerni.k::e 系数，均为已知。另设z
N 11 

M(冉的 =EERL(p) 〔ALCOSEO+Afmzo)F

则有s
N 11 

~(ρ" 0+的REERi(ρ) [A~ω1(0+的 +A;' sinZ(O+~)] 

N 11 

EEZRb)比1 制l()+ ~ -1 sin ZO] 。 (24) 

比较(24)式后一等式的两边得z
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~=A~ωZ伊+A;;-' sin l吼

A~-' =A;' c倒忡-~血忡。

此两式为用于计算波面某一位置的 Zernikv 系数和旋转非角后系数关系的公式。

综合(23) 、 (24)得z

A;=导 [(AEJ-Ar)sh飞一 (.A~n- .Aln门，
~ -, -, OOSb俨→土

住卷

(25) 

sinl伊
A;'=一[一 (A~n-Ain) 一 (.A2~ -.Ai;!)] 0 (f6) 

∞slrp-1 

由 (25)和 (26)式即可求得去除检验系统误差后的被检波面之 Zern.ike 多项式系数。 (25) 和

(26)式中均有因子 sin Zrp / ( oosl伊-1)。此因于当忡趋于 2伽时为 0/0 型不定极限。在计

算中会产生极大的误差，在选择￠角时应注意避免。同样地可以用旋转检验系统来求得检

验统本身的偏差分布。以上计算过程由程序 REMOVAL 来实现，

三、调整误差的去除

干涉图被表示成 Zernike 多项式后，为了进一步求得波差，必须去除参考波面和被检波

面近轴她的不重合(包括顶点和曲率中心的不重合〉。具体表现在展开式的如下几项中:

1) 常数项反应了近轴顶点的不重合，是由条纹零级选择的任意性引起的。

2) 倾斜项 (p∞80， P血的的系数反应了傍轴曲率中心在垂轴面上两个正交方向的不

重合性或两相干披面近轴处的夹角。

3) 离焦项 (p':a) 的系数代表了两披面傍轴曲率中心沿轴的向不重合。

只要简单地令这些系数为零即可消除这些误差的影响。当然这要在逐项按 ρ 和 0 的同

名函数归并后进行。图 3(α) ，...，(的是上述方法用于实际检验的例子o 此时二相干波面在傍

轴处重合，同时满足傍轴曲率中心重合的条件。

四、最佳焦面、点列图、点扩散、函数及传递函数的计算

1) 根据实际情况，选取近轴处和被检波面重合，而曲率中心在被检波面轴上，且与被检

波面间均方偏差为极小的理想球面的球心所在垂轴平面为最佳像面的位置o 此时被检波面

的顶点曲率中心并不一定在该平面上。此时波面偏差的展开式引入一形式为 B旷的附加

顶，其中 B 为常数。现讨论 B 的求法:

在整个被检区域上均方偏差表达式为z

.1= ! fJ [Bp~+F(PI 的Y (27) 

均方偏差最小的条件为z

222幸! JJ [Bp2十F(ρ， B)问 (28) 

由 (28)式微分后并变换可得:
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\ 

(d)初始干涉图 φ〉被检镜旋转 137.4" 后的干涉图 (c) (α) 与 (b)之差

(d)被检系统偏差分布 (6) 检验系统俑差分布 (f)选取最佳焦面系数 B后的波差分布

图 s

Fig.3 

(α) Original inteferogram; (吟 Interferogram with the tested. miuor revoluted for 137 .40 

degrees;ω(的from (b); 但) Wavefront e~or of the tes地 system; (e) Wa.vefront e+Tor 
of interferoDletric system; (j) WaTefront error after selecting B 

、 1

JJF(ρp 州 d&

' 
(2g) 

(29) 式的分子根据 Zernike 多项式的周期特性可知包含有 sinZO 和 ωlO 的项和沪的乘积

在单位圆内积分为零而简化为z
。 rr (号〕非

B=去J J p2 ~o QgkRgk (ρ)ds， I ,r (80) 

，号表示取整。 (30)式考虑到检验时调整误差的去除还可选一步简化p 即把含于 .Rgk(ρ〉中

l 的卢和常数因子去除p 则 B 的表达式就极为简单了。

图 3(冽的波面经过选择 B后的波差分布示于图 3(f) 中，比时的 B 值为一0.1064 0 由
此图可明显地看出最大波差和均方波差都大大地减小了。

2) 点列图的计算

在光学系统的最佳焦面选定后，波面的波差表达式为2

F'(ρ，的 =F(ρJ 0) +Bp2 0 \ 自 (31)
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将整个被检区域划分成网格后，以每格中任一光线在最

佳焦面的交点作为该面元上光线集中点所得的图为点列图。

光线和最佳焦面的交点坐标即横向像差 TÅ;t 和 TA，。此两

值与 F' 的关系为[4)

TÅ;t =(λ/饲U1)) (ôF' /Ôf1j), 

TÅu =(λ/m句) (ôF' /ôy) 0 

由程序 PLOT 计算例示波面的点列图示于图 4 中。

3) 点扩散函数和传递函数的计算:

由上述所得之光瞌处的波差函数即可知系统的光睦函数

. . .. . . . • 

图 4 像点列图

Fig. 4 Spot diagram 

of the in鸣e 为 GC缸1 y) -exp[ - (i2π/λ)F'(侈J y)J 0 

根据以下两式即可算得系统的点扩散函数和传递函数为E曰:

P町，←! [1/CÂR2)] J fGC匀，归p[ - (2~ij叫"十17Y) ] df1j dyl 飞

OTF(f1jj风 yjÂR) = JJGC川1 Y十的G*(x， y)df1j dy / JJ I G(匀， ωI~叫，
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Abstract 

This paper discusses a method used in the testing of 也he Op古io&l syste皿 and optiCttl 

reflection mirror. 

This m的hod was based on the interference. The interferen也ial pa也也ern was 

expressed by 也he series of the Zernike oirole polynomials. The ooefficient of the series 

was obtained by Gra.m-Schmid古 normaliza.tion me也od and 也he lea.st squttre method. 

This paper also discusaes the m的hod for removing tho adjust error and 也e error 

of the te时ing sys抽血姑self. 'J.1hB wavefro时 error a.nd OTF was ob恼，ined from 也he series 

of the Zernike oircle polynomials. 




