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提要

本文分析了-个具有反馈延时回路的提合型双稳系统的非稳区域划分，并研究了自脉冲周期振荡及

其无序过读.输出强度均快速傅里叶变换谱为此系统的非稳特性分析提供了重要信息.

一、引

本文分析了如图 1 所示的混合型双稳系统的平衡态及其非稳特性(1"，3] 研究了周期振

荡及其无序过渡。由电子计算机对随时间发展信号所作

的模拟计算，特别是随时间发展信号的傅里叶变换谱分

析，揭示了系统由周期振荡到无序振荡的可能机制。 1 …… 1 小接收罹

图 1 所示的混合型双稳系统可用具有延迟的一对相 输入 i 调制卢! 方 输出
互相合方程来描述。

U(t) =I.{l-kcos(~[EB十 E(t)]jE~)}j2， ωI iliilli 
图 1 带有延时反馈回路的

τdE(t) /dt+E(t) =αU(t-T) ， 但) 混合型双稳态系统略图

其中 U(坊 ， I , k, E~， EB, E(吟， τ， α， T 分别表示输出 Fig. 1 A schematìc diagram of a 

强度，输入强度，调制器的调制度，调制器半波电压F 固定 hybrid bistable system with a delay 

偏压p 经反馈回路的调制电压，系统弛豫时间p 与放大器 in the f四dback loop 

有关的光电转换因子，以及反馈回路的延迟时间。稍作适当代换，上述方程可写成更方便的

形式:

X(t) =Y{1-kcos[0+V(t)]}j2, (3) 

(dV (t) jdt) + V (t) = X (t -T) 0 (4) 

这里 X(t) = ~a.U(t)/E霄， y ==πα .IjE酌 0=πEB/E的 V(t)== π .E(t)/E需分别与输出强

度，输入强度，偏置电压及反馈调制电压相对应3 而这里的时间则从系统的弛豫时间作为单

位来度量。

收稿日期 1983 年 12 月 26 日;收到修改稿日期 1984 年 2 月 29 日

·本文曾在 '~3 IOL (中国，广州)士官读。
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一、平衡态及其非稳特性分析

由方程 (3) ， (4)可得到描述系统的平衡态，即 dV (t) /dt =0, X(∞)=V(∞〉的方程:

_X. = Y*[l-locos(O十X勺 J /20 (5) 

此处， X\ Y* 分别表示平衡态的输出、输入强度。图 2 是由方程(5) 得到的输出一输入

关系曲线(这里只画出其中的两支，实际上是多支的)。由

图 2 可清楚看出此系统所具有的双稳特性。

分析此系统非稳性质的难度除因为方程中所出现的

k , 0, T 都是控制系统状态的可变参数之外，还由于方程

(3) 、 (4) 实际上相当于一个无限维微分方程组，而对这样的

系统就一般的数学来说p 知道的还很少。幸而，调制度 k

偏压。对所要研究的物理问题的分析p并无实质性的影响。

所以在以下分析过程中 p 把它们取为固定常数J 0= π/2， 

k=O.8， 而仅把延迟时间 T 作为控制参数。为分析每一平

衡态的稳定特性，先将方程(4) 的右边在某一平衡态 Y绘 附
印 Y

i 近展开得到:
国 2 输出-输入平衡态曲线

Fíg.2 Thθoutput-input curve 
at steady state, wbere parameters 

are k=O.8, Ð= π/2 

(dp(t) /dt) +p(t) =kY气in(B+X勺 'p(t-T)j2o (6) 

此处"p(t)=V(吵一V(∞)。这样，平衡态的稳定判据将由

以下超越方程给出比5J

S十 l+kYllsî卫 (0十X铸)exp( -TS)/2=Oo (7) 
这里 S 是线性化问题的本征值，它是一个常数， ReS 为其实部。如果在所选的参数下，

Re 8>0，则所选的工作点是不稳定的p如果 ReS<O，则所选的工作点是稳定的。如果把 S

用实部和虚部来表示， 8=α+俐，则方程 (7)变为更方便的形式z

α十l-Wexp(-Tα)cosT.β=0， (8) 

β+ Wexp( -To:)sillTβ 罩 0 0 (9) 

此处， W=kX*.也(O+X4l)j[1-lo∞s(O+X川是与输出强度相对应的参数。

分析方程 (8) ， (9)可以对每一平衡点的稳定性进行某些分类z

(1) 当 W>l 时，方程 (8) ， (9) 总是存在一组 β=0， α>0 的解p 所以与 W>l 相对应

的状态是不稳定的。容易证明: dX* j dY*= [1-locos(B+X*)Jj2(1-W)。由此看出 W>l

与平衡态曲线中具有负斜率的分支J dX*jdY赞<0 相对应。因此，平衡态曲线中所有在负

斜率分支上的点都是不稳定的。换句话说，系统的任何起伏都可以使原来位于上述状态的

工作点，转移到相邻的上支或下支去。

(2) 当网'1<1 时，这是处在平衡态曲线具有正斜率的区域内。因为∞，sTβ~1，所以

方程 (8) ， (9) 中 α 只可能有负值解， α<0。因此，这是一个稳定区域。

(3) 当 W<-l 时，这是处在平衡曲线上具有正斜率的除 IWI<l 以外的区域。这一

区域内工作点的稳定性与反馈回路的延迟时间直接有关。也就是说延迟时间的不同可以使

此区域的某工作点成为稳定的、周期振荡的、甚至无规律振荡的。非稳定区的边界，在 α=0
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时p 由方程 (8) 、 (9) 的数值解3 在 X错-T 平面上画出p 如图 8 所示。

为研究自脉冲周期振荡特性及其向无序振荡过渡的

机制p 首先由电子计算机获得方程 (3) 、 (4) 随时间发展 X 

解。在获得此解的过程中，采用了几种不同方法进行检 10 
W<-l 

验p 以确保解的精确性和可靠性。然后对此随时间变化

解作快速傅里叶变换。图 4 及图 5 分别给出短延迟时间

和长延迟时间情况下p 相应于不同参数的输出强度解y 以

及它们的傅里叶变换谱。

为更清楚地认识自脉冲振荡在不同参数下的特性和

揭示某内在原因，图 6 还给出方程 (8) 、 (9) 在两种不同参

数下的数值解。

图 4 相应于固定输出强度 X*=3.6， 改变延迟时间。

W<仨三言一一一

因 4(α)对应于延迟时间 T=O.5 的情形，此处及下文中 。
1.0 1. 5 T 

出现的延迟时间 T均以系统弛豫时间作为单位。虽然输

出自脉冲振荡看起来很象正弦波，但它的傅里叶谱却是

很丰富的。除基频和它的谐波之外，还发现许多另外的

振荡频率。仔细分析和测量傅里叶变换谱的各谱线频

率p 发现除谐波之外F 这些新的频率和基频都与线性化问

题的本征模振荡频率[即图町的所计算的解]非常接近。

微小的差别显然是由于不同模之间的非线性糯合所致。

事实上正是由于不同模之间的非线性糯合，才会使那些

本来还是稳态的模也开始振荡。因为从图们的可知p 在

延迟时间比较短的情况下p 除基模以外，所有其它模都是

稳定模。图 7 给出由傅里叶谱测得的频率随延迟时间的

图 3 非稳定区的边界

Fig. 3 The boundary of the 

instability domain 

The solid curve in this :tìgure outline 
the boundary of the instability domain 
(unstable states lie to the righ仁 of this 
boundary). Their asymptotes are shown 
as straight dashed lin13s. The dotted 
s世aight dashed lines represent the 
boundaríes of the domain of instability 
corresponding to those sogments of the 
state equation that have negative slopc. 
The so1id cnrve inside the lower instabi-
lity domain ontlines the chaotic regin 

变化，以及由方程 (3) 、 (4)所计算得到的线性化问题本征模随延迟时间变化的曲线。这样，

可以把傅里叶变换谱得到的频率与由本征值计算得到的频率直接比较。图中可以清楚看

出，由于不同模间非线性祸合，使实际存在的振荡模频率，相对于线性化本征模频率p 随延迟

时间不同而产生相对移动。正是这种频率的相对移动，为下面将要提到的频率锁定现象提

供了可能。可以证明，图 4(的中与线性化模频率相距较远的其它谱线p 是上述本征频率之

间的线性叠加。利用上述方法，可以对每一个非常复杂的傅里叶变换谱进行清楚的辨认。

图 4 中，随着延迟时间的增长，输出自脉冲会经历 1"，， 2 次倍周期分叉过程。这一现

象可由输出脉冲波型变化p 见图 4(功，或是相对应的傅里叶谱中所出现的频率等于基

颜一半的新谱线看出。但是，这种倍周期分叉的现象并没有象 Feigenbaum 问题的情形那

样无限次地继续下去，相反，经过 1"，， 2 次倍周期分叉以后输出波形反而变得更简单p 见

图 4(c) 。相应的悼里叶变换谱也成为非常有规律的结构。所有的振荡模频率都是基模频

率的整数倍。这种频率锁定现象，还可以从图 8 的基波及它的谐波随延迟时间变化的曲线

中反映出来。 由图 8 可见，在越过非稳定阔值以后，谐波相对基波的积分功率一直稳定上

沂，但在 T;;1.07 处各频率的积分功率有一个突变。另外，相应于超越方程 (8) 、 (9) 的稳态
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图 4 相应于不同延迟反馈时间的自脉冲输出及它们的傅里叶变换谱

li'ig. 4 Self-pulsing intensity and the corrEJsponding power spectra for X养目3.6 and (αand a') 

T=O.5; (b a且d b') 1'=0.9; (c and c') T= l. 09; (à and à') T=-1. 3 
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Fig. 5 Self-puIsing intensity and the corresponding power spectra for T=40 and 

(αand a') 互蝇 =2.6; (bandb') X部 =2.8; (c and c') X部 =3.25
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图 8 基模的 2 次、 3 次、 4 次谐战功率与

基模功率比随延迟时间的变化关系

Fig _ 8 Ratio of the 2 nd (的， 3rd (阶， and 4th 

harmonic powers to that of the fundamental 1ine 

(的 as functions of the delay time T 

Tho rapid increase in the power ra世o corrcsponds to 
the occurenco of frequency locking 

本征信的谱线功率p 本来都是很小的(一般地比基频低 6 ，，-， 8 个数暨级)，但是在 T~1. 07 附

近突然增加 3，...... 4 个数量级。

频率锁定现象在延迟时间 T 的变化中可以持续一个范围p 大约在延迟 T~ 1. 3 附近消

失。这时输出呈现为一系列无规则的混乱振荡，如图 4(d) 所示。这显然可解释为许多受激

柏失去同步向独立振荡的结果。
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对于长延迟的情形F 输出自脉冲周期振荡随延迟不同的变化及向无序混乱振荡的过技

机制与短延迟的情形并无实质差别。图 5 给出了相应于固定的延迟时间 T=4û， 而改变输

出强度时的自脉冲振荡波形及其相应的傅里叶变换谱3 便于和 Gibbs 实验相比较。在短延

迟情形下p 由线性化问题的本征值解可知只有一个模在越过非稳定阔值以后是不稳定的，其

它的本征模都是稳定的F 在长延迟的情形下p 越过阔值以后，当固定延迟时，输出强度的微小

变化就会导致许多本征模几乎同时成为不稳定的振荡模p 同时出现了频率锁定。图 6(b) 给

出对应于延迟时间 T=4Û， 输出强度 X钝 =2.6 时由方程(町、 (9) 所得到的线性化本征解，

而图 5(α) 则给出在上述参数下的输出波形及相应的傅里叶变换谱。从博里叶谱可以看出，

所有奇次波功率比偶次波高得多，而这正是为什么输出脉冲在这一运转参数下呈现方波的

内在原因。随着输入强度的增加，与短延迟的情形一样，经过 1"，2 次倍周期分叉以后[如图

5(b)1 所有受激振荡失去了频率锁定和位相同步p 从而导致输出的元序混乱振荡[如图

5(0)J 0 

上述在短延迟和长延迟下都只观察到有限次倍周期分叉p 而没有观察到更高次倍周期

分叉p 其原因可能是所用电子计算机的容量不够大。进一步增加所用计算机的容量和提高

傅里叶变换精度的工作正在进行。

三、结论

本文分析了具有延迟反馈由合型双稳系统的平衡态及其非稳区域划分，并在输出-反馈

延时平面内划出了非稳边界及无序振荡区。自脉冲输出强度的傅里叶变换谱为分析自脉冲

的周期振荡y 特别是周期向无序的过政F 提供了一个有力的工具。

在短延迟情形下，越过非稳阔值边界后p 仅有一个非稳模及它的谐波在输出中占统治地

位。其它稳定模随着延迟时间的增加p 由于与基模的非线性祸合，而对输出的贡献越来越

大。不同模之间的频率锁定和同步振荡是该双稳系统的一个重要现象，而频率锁定和同步

的消失导致了无规输出振荡。

对长延迟的情形，虽然输出波形与短延迟时截然不同，但从有序到无序振荡的过渡机制

则是一样的。输出波形的不同p 归因于两种情形下线性化问题的本征棋有不同结构。
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Abstract 

In 也is paper，也he in的abili古y region for a hybrid bistable sys古em wi古h a delay in 

尬。 feùdback loop has been analysed. rrhe seIf-pulsing periodic oscilla古ionand 古herou怕

也o cbaos haVB been studied. The Fourier transform spectrum of 古he te皿poral output 

in古ensi古y has provided impo:r恼，n也 informations for the ins阻bili古y behaviour analysis of 

恼。 町的ODJ..

势'l'his p3-p已r was pre吕ented at '83 IOL (Guangzhou, Ohina). 




