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各向异性光腔的偏振特性

及 Stol(es 偏振矢量

郭光灿

提要

木文采用 St.okcs 失最处理各向异性腔 (包括有源和无源腔)的俑据特性。导出在激活介质的增益茶

挝、介电常数和腔的损耗均具有各向异性的情况下， Stokes 偏振矢量的运动方程，并给出光腔本征偏振态、

本征频率和频率裂距的解析表达式。

一、引

~ 

众所周知p 用能okes 参量描述光的偏振状态是相当简便的方法E11，这种方法在实际J:

已经得到日益广泛的应用b410 与此同时3 人们还研究了若干测量光的 Stokes 参量的办法F

从而进一步增强了前okes 参量的实用性。

我们知道J 介质的各向异性是导致在其中传播着的光波改变其偏振状态的原因。如若

在某光腔中插进若干各向异性的光学元件2 其本征腔模的偏振状态将会发生变化;若在气体

激光器中加上很小的轴向磁场，也会造成激活介质增益系数的各向异性。更一般地问y 若一

个光腔所含的激活介质的增益、非激活介质的介电常数以及腔的损耗都具有各向异性的特

性，其本征腔模将处于什么样的偏振状态?而如果已经知道腔的各向异性的特征3 能否方便

而准确地描述光场的偏振状态?本文试图采用副okes 参量的方法来回答这类的问题。

二、各向异性光腔中 Stokes 偏振矢量的运动方程

当电场具有两个横向自由度而光腔有着各向异性的特性时3 波动方程为ω

82 E (乞， t) ..L 儿厅 θE(z ， t) -LHJF E (z , t)=-n"FP(z , t) 
θ乙且 自俨U'" θ 俨Uv 8t :J l""'U θt'J 

(1) 

式巾乞为光腔的轴向y 张量 σ 为各向异性的腔损耗p 能量 6 为无源腔中介质的各向异性特

征c 假定极化也是各向异性的3 我们引进张量 Z 来描述3 即

P巾J t) = 正oX E (z) t ) ) (2) 

式中句是真空的介电常数3 在强场作用下， χ 应为电场强度 E的函数，然而，我们现在仅讨

论 x 与电场无关的线性情况口引进如下电位移矢量

D (z ) t) = (ε十 EOX) E (z , t ) 0 (3) 
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在驻波场合， E和 D 可表示为

E(z, t) = [Ez(t)i十E以t)jJ e- iwf siu kz, 
D(z, t) = [Dz(t)i十Dy (t )jJ e- iwt SiD kz, 

其中乱的和队(t) 为时间的缓变函数。=必J y) ， 因此波动方程变为

θE(Zp QFD(29 0-OO k2 E巾， t) 十μ。σ
8t2 

f Ez(t)\ ~/.， f Dz(t)\ 
令 b(t〉=( l d(t)=| l D 则有

\ E1J (t))' 飞 Dy(t)J

d(t) =E'b(吟，

其中~忖叫:;::::)。我们定义

户(~ ~)吃;;:)。
选择实数 Ez;R归+ω使得

613 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Re ~a;z = - Re ~tlll' (9) 

其中 Eæ1J 可以是其虚部和实部均为小量的复数口将 (4)和 (5)式代进波动方程 (6) 式p 忽略掉

诸如 jji(t) 、 Ëi(t) 、 σijÉi(t) 和 ÊijÉk(t)等高阶项p 并令 (Ù2= k2/二 μ0，便可导出如下方程

ι (t) =孚I (~zz十d叫iEz(t) 十 (Ë月十41叫jEvCt) 1, 1 
2E L\ω/\ω I ..J 

轧(t) =割 (Ê1JZ十 4 旦~ )iEz(t) +(Ê自由十41叫jEII(t) 10 J 
2E L\ω/\ω/ ..J 

写成矩阵形式则为

其中等效的介电常数张量 2 为

b(t)=Êb(t) , 

"‘ JεXZ十号亏L 句十也亏!L\
'l,W/ 

2豆 L.σ川 Nσ川 ， 0

1句z十也可L 句u十也可~I

由于任何 2x2 矩阵都可按照下列形式用两个厄米矩阵来表示J 故有

Ê=A+iBo 

而厄米矩阵 A 和 B 又可以作如下展开z

A=去(Ê+ 十二)=吾土 Uμσ向 1
~ ~μ=0 

B=县 i(Ê+-Ê) =ι 主 Yμσμ3l
~ ~ μ= 。

其中 Uμ 和 Vμ 为实数， Uμ 为如下的矩阵:

40\σ1~(~ _~)， u，~(~~) σ')=1 o lJ' ~.L \0-1尸"飞 1 O} 

若已知 2 为
,.. iω/α'zz十4βXX α叩+iβX!J \ 
E= ←一::-1

2豆飞的z十 4β1)Z αω十 4β1111/'

叫:-;)。

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 
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则由 (13) 和 (14) 式可求得

;g 
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uo = 一专号 (β:r;:r; +βyy) ， Vo =行(αM十协 1

U1寸立(β:t:r; 一βι V1斗立(αxz 一ω，
了 ε~ (16) 

U2二:?(βXy+β'J}x) ， V2 = 专? (α叩十川， I 
Uazt主 (αz由一句) ， v→丘(βJzj) DJ

由此可见， U"" 和 Yμ 由等效的介电常数张量完全确定D 后面我们将讨论无源和有源腔的 c

表示式。我们同样也可以将;写成用 Uμ 和 Vμ 表示的形式

1 ( UO+U1十iV1 U2十V3+i (V:l -U3) \,_ -v/ l
o (17) 

2 飞 Uz-V3+i (Vz十U3) Uo-U1 - iV 1 J
。

由 (9)式可知 Vo=o。利用上面的关系式，方程 (11)及其共辄方程分别为

b(灼(υ#俨专植主(仰Uμ十W讥川μρ)川
~ (18) 

r川(ω#吵←)= 4 2 (何Uμf一 iV 山μJ旷b+气叮(t价t功仇)0 J 
Aμ=l. 

现在我们定义阶okes 参量为

Sv=T扩 [b (t) b+ (t) σvJ (v=O , 1 , 2, 3) , (.W ) 

其中']'，代表求矩阵的迹。不难求出创okes 参量与电场分量的关系为

80 = 1 E :r; (t) 1 2 十 IElI ( t) 1
2, 81 = IE :r; (t) 1 2 一 I EvCt) 尸

~ (20) 
82 = E:r; (t)E;(t) 十E;(t)Ey (t) ， S3=i[E;(t)E1j (t) -E:r; ( t)E~(t) J o J 

由 (18) 和 (19) 式可推导出创okcs 参量的运动方程

8乱ν=Tγ♂t阶+bω8训=专 Tt斗个i护W川b(岭峭(οω4吵训旷)川b+ ω 主阳
其叶中1 {忡σν向， σμ"，，}=σ矶扣Jσμ十σ叽μσ凡ν川， [0"σv川Pσμ""J=σ叽νJσ盯μ{σμρσ箩均。对于 V""吕=0，则有

80=Uo8o十三UmS时 (22) 

对于 v=刑(m=l， 2 , 3) ，则有

8m=Tr {b (t)b+(川U向十Umσ。-zpm几σι (23) 

其中 Emnl 称为完全反对称的克朗内克符号。为了将(22) 和 (23)式写成更紧凑而直观的形式，

我们定义下列三个矢量z

/81 \ / V 1 \ /U 1 \ 

S=l S~ 1, V= 一 I V 2)' U = I U 2 10 
飞 SaJ \Vs/ \U3 } 

因此p 由okes 参量的运动方程可写成

80=U080十 U.S，

S=SoU+UoS十 Vx80
若令 8=8/的，则方程 (26) 将变为

(24) 

(25) 

(26) 
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8= U+Uos+ Vxs , (27) 

e 称为 Stokes 偏振矢量。不难看出 181 =10 方程 (27) 为各向异性光腔中 Stokes 偏振矢量

的运动方程F 它适用于有源、无摞和具有各向异性损艳的一般情况。其中欠量 U和 V 由先

腔中介质的特性(由等效介电常数张量 2 来表征)所确定。

三、 Stokes 矢量的本征偏振态

现在我们来寻找各向异性光腔的本征偏振态。为此必须求解稳态时的础。kes 矢量运动

方程(27) 0 在稳态时我们有

Uo+ U.s=O, 1 

U十U08十 VX8=Oo J 

为方便起见J 我们选取如图 1 所示的坐标系，其中 t 表示在矢量 V

的方向(即 X 轴〉上的单位矢量71、 k 分别表示在 Y， Z 轴上的单

位矢量p 欠量 U和 V构成平面 OXYo 设 U和 V 的夹角为 θ。此
时有

U=U j i+U2j= (∞s()i十世n()j) 1 Uj , 1 
r (29) 

V = i Vi i) s=sli+82j+8ak o 
因此3 方程(28) 简化为

Uo十U181十U282=O， 1 
(30) 

U1十 U081 =0, 

U2十U082 - I V 183 = 0, 1 
U083+ I V182=Oo J 

设 UO::/=O， 并令 k:1 = I Ui /UO, k2= I Vj /UO， 则有

81= -U1/UO= -k1∞'S()， ) 
uoU2 k1 si丑。|

咱一 -IVI2十 Uõ 一 -τ丰k~ , ~ 

s 一 | VIU2 klk2 sin() 
s- l VI2+Uõ l+k~ 0 

(28) 

图 1 笛卡尔坐标

Fig. 1 Cartesian 
coordina古巳S

(31) 

(32) 

将上述结果代到方程 (30) J 则得到在各向异性光腔中p 光场达到稳定的条件是

ωs()= 土-L〉1+峰一日=士q (q~O)1 k1k
2 

.. 

而且由于 q~l， 故还要求

(33) 

k1k2 ;;去1十砖-ki>Oo (34) 

可见p 只有当矢量 U和 V的夹角。以及它们的绝对值满足 (33)和 (34)式时，光场才可能达

到稳定。当然y 若 80=0，但§手0，这时在腔的任何截面上，总电场的振幅是稳定的，但电场

的偏振状态随着时间而变化p 此时出okes 偏振矢量将按照方程 (32) 而在 POinoare 球面上

运动。当电场偏振状态也稳定时， Stokes 偏振矢量将指向 Poinoare 球面上的某固定点，该

点的具体位置取决于 k1、比和 6 的值。当 k1 和 h 满足不等式 (34) 时p 。角有四个值可使光

场的偏振达到稳定。
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01=COS-1q, (12= π十 (}1 ， (}3 =•(), (}4= 'J'(; -()3o 

4 卷

不难看出，对应于民和民的偏振态彼此正交，而对应于向和仇的偏振态相互正交。由于

电场只有两个正交偏振态是独立，其它的偏振态均可通过这两个正交态来表示，因此，我们

有理由仅取一对正交偏振态(如 ()1 和 (}2)作为本征态，故本征的创okes 偏振矢量为

-k1 COS ()1 

k2sin(}1 
s铲ι仰)啡=斗l 一丁耳τ斗1， s(ω(2)= (35) 

k1k2 sin f) 1 

1十吨

四、电场的本征偏振态和频率裂距

由自古okes 矢量的本征偏振态不难求出电场的偏振本征矢量矶和 e20 为简化起见，设

e1=LFtoi) , 岛4622) (36) 

其中 e(Z 和句均伪实数(i=l， 2) 0 根据副okes 参量的定义式 (20) 和本征态(35) I 可以求得

1 一一寸7\ 1 /-:;-一→τ 飞
、11十 síi) 一-vl1-s1

… leix=万τv .l+sr> , 句一万言、 汇 I ! 

e-0621202)-582J)D j 
、11一 (siη 」

(37) 

而且有 ete， = (5协由于 8ω=-s(2}，则有 e1;1;=问=α， e2X=e111=b , ()2=()1-π。因此，电场

的正交本征偏振矢量分别为

/α\ / b \ 
el=(7:Ja ip eB=l-抽 )0 (38) 

飞 oe OV I 飞 -ae ~ I 

现在我们求不同本征偏振态的本振频率。为此引进矩阵 Q

)=( ~ --，~ lo (39) 叫:;:dpL/a beto) 
ezy / \ b -ae1f! J 

不难证明 Q+Q=l， 即 Q 为么正矩阵。利用 (39)式的变换可将方程 (11) 变为

其中
且(t) = QËQ+ B(t) , (40) 

I E1 (均气
B(t)=1 :~~~~ l=Qb(吟 (41)

飞 E2(t)J

(e1, e2) = 币， j)Q十。 (42)

方程性的是电场在以 (42)式为基矢的表象中的运动方程。我们的目的是在稳态下求出本征

偏振态的本征频率，为此必须求解 (40)式的如下特征根方程

jQ"EQ+ 一λσ01 =QjG一λσ。 IQ+=Oo (43) 

因为特征根在么正变换下不变，上式实际上应为

IË-λσ。 1=00 (4-生)

利用 (17)式不难求得
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λ士=专(Uω.J I Vi 且一 IUj 且 -2iV. U) 。 (45) 

令 x= IVl 2 • i ulsF Y z-24V-uzpd伊/2 ='、/王军iY 0 则有 ρ= (X2 十 Y2)1/4， 伊=
tg- 1 (Y/X) 0 因此

λ土斗{u叫[∞-s(专土附)+他(专土阳)} (俨 0) 土 1) ， (46) 

故电场 E(z， t) 由下式给出

E(z, t) = [e1E1 (O)e-lωlt+e2E2 (0)e-仙jt] sin kZI 

其中且(0)为稳态时偏振为矶的电场分量的振幅。本征频率分别为

ω1=ω-1mλ+=ω+ (p/2)∞s(伊/2) ， 1 
ω2=ω-1mÂ_=ω一 (p/2)∞s(伊/2)0 J 

因此正交本征偏振的频率裂距为

4ω==1ω且一 ω11 ==ρloos(伊/2) 10 

五、无源腔的偏振特性

(47) 

(48) 

(49) 

我们将上述的一般性结果应用到元源无损耗的光腔中。此时，等效电介常数张量 ε 为

;专(;;:;二。能量守恒要求(;;::::)为厄米眈即
;户川ρdzp } 

其中 εIEZ ， EZSl和 ρIESI 均为实数2 因此 Ê+=-Ê。由此可求出
Uμ=0 (μ=0， 1， 2， 3) ，) 

叫:)i
基本方程(25) 和 (27)变为

80 =0, 
s= VX8 0 

可见前okes 偏振矢量遵从 Bloch 运动方程。矢量 V表征着无

游、腔各向异性的特性3 我们可以证明， V 的各分量分别等效于

介质的双折射和旋光特性。

众所周知J Poincar 球面可用来形象地描述电场的偏振状

态。这里我们可用同一个笛卡尔直角坐标系来表示矢量 V， 只要
矢量 V的三个分量分别在三个坐标轴上(如图 2 所示)。对于

某确定的光腔， V是确定的。方程 (53)表明y 在腔中任何截面
上的副okes 偏振矢量3 总是围绕着 V在球面上旋转3 其旋转频
卒为 I Vj 0 下面我们来证明，这个旋转频率恰好等于无源腔中

h 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

, 

困 2 POÎncare 球

Fig. 2 Poincare sphere 
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两个正交本征偏振态之间的频率裂距。

根据 (36) 和 (37)式p 很容易求出副okes 矢量的本征态

8(1)= V/ I V j, 8ω= - V I i V j ? (54) 

相应的电场本征偏振矢量为
1 ( [1+ (εxz/ Po) ] 1/2 \1 

e1=刁烈- [l-(E xx / po)J 1/ :l(ExlI / I EX1J j))' I (55) 

1 ( [1 一 (Exx/Po) ]川\|

e2= ..j言飞 [1十(正x:x/ρ川气ÊXY/ I EXli I ) )) J 

其中 po= (E;x+E;y十ρ切1/S， !Lg|= 〈eiu+ρ丸) 1/2， 且有矶十e1 =Oii o 此时， Yz0， Xz|Vig，

ρ=IVI，伊=0。因此p 对应于本征偏振态的频率分别为

ω1=ω+( 1 VI /岛， ω，2 =ω 一 (1 V! /2) 。
其频率裂距为

腔中的电场由下式给出

Aω=ω1一ω主 =IVf=ωρo/e。

(56) 

(57) 

E(z, t) = [E1 (0) ie-i时+E2 (O)je-问tJ sin kz, (58) 

其中 E1 (O) 和 E2 (O) 由初始条件确定。上述结果表明3 对于某确定的各向异性光腔，存在两

个正交的本征偏振态p 它们各自有确定的频率和确定的偏振方向，这两个本征偏振态的频率

裂距等于各向异性介质特征矢量 IVI 的绝对值，也等于创okes 偏振矢量 8 围绕矢量 V 的旋

转频率。只要已知光腔的特征矢量 V和光腔中电场的初始条件p 由上述公式就能完全确运

腔中电场的本征偏振态，偏振方向及其频率，和它们的频率裂距。

六、有源腔的特征矢量

有源腔的各向异性不仅包括各向异性的非激活介质，而且激活介质的增益以及腔的损

耗也是各向异性的。根据 (12) 式，这时等效的介电张量为

E-=兰已 tε十 εoX十 (iσ/ω汀 (59)
dE 

其中 ε 是非激活介质的介电张量， X 是增益系数各向异性的量度， σ 为腔的各向异性损耗。

平均介电常数豆由下式给出
ε=εp十句

~p=Re(EZz十 ElJlJ) /2，豆A= (ε0/2) Re (Xxx+ χ'，11))0 J 

定义各向异性腔的 Q 值为

(60) 

因比
Qzlzσ句/ω (i ， j=x , y) , 

(ep 0 飞( E~x EZ1)十 4ρ~\
(;= I _ 1 十 I • 

飞 o EpJ \马v一切与 -é:r;z / 

(61) 

;)+(;::;;), (62) 

σ/QZJ QJJ 飞

ω\QFJ QFJ/ 
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根据 (16) 和 (24)式不难求出特征矢量 V和 U分别为

I 2ε:c:c十 Re(x~:c-x~Y) \ 
vz-t子 2E~y十R叫+凡)

- \一 [2ρLH十Im(x~y-xμ) 十QJJ-QJJ/

I lro(x~lL"- X~y) \ 

u= 一去~( Im(x与+儿计QJJ十 Q;; ), 
飞 -Re(儿y-x~lL") I 

619 

(63) 

(64) 

VOEOp Uo=-l 旦[1m(χIl>il!十 χ~y) 十Q二十Q;J] 0 (65) 
2 呈

上述结果表明， Uo 和欠量 U 仅取决于增益系数和损耗的各向异性，而矢量 V不仅取决于

非激活介质的特性p 而且也与增益和损耗的各向异性有关。换句话说z 后者也会在腔中造成
双折射和旋光效应。只要给出激活介质增益特性，各向异性损耗以及非激活介质的介电常

数张量3 就可以求出矢量 V和 U 以及 Uoo 根据前面的公式，腔中电场的偏振状态原则上就
可以完全确定。

本文的部分工作是在加拿大多伦多大学完成的p 对 A. D. May 教授和 J. Sipe 教授的

有益讨论探表感谢。
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Abstract 

4 卷

包古okes vec古or has been used 古o deal with 古he polariza古ion proper古ies of a丑isotropio

cavi古ies} inoluding b的h ao古ive and passivo oavi古ies. The equation of 皿的ion of S也okes

þolariza古ion vec古or is dorived in an a丑iso也ropio cavity in whioh 古he gai丑。oeffeeie丑古 of

active lliediuill} 世1e dielectric coeffeoien古 and 古he 1088 of oavi古y all are anisotropic. 

A丑a1y古ic expre8sions for 古ho eige卫国的a巾es of polariza古ionJ eigen-frequencieS and frequency 

.splitting a1"e gl von. 




