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论二维周期物体的自成象条件
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提要

木文阐述了二维周期物体 Talbot 自成象条件。理论上证明角度限制囚α.Rb c佣γE整数，并非为必要

条件。 当周期物体的单胞空间频率交叉项比主频率项小到可忽略的程度时，角度限制失效-这时，任意二

锥周期物体都可自成象.实验结果与理论分析完全一致.

一、目U 旨

周期物体的自成象效应是 Talbo也于 1836 年发现的。他观察到p 周期(或光栅常数)为

d 的光栅在单色平面波照射下，不用透镜p 可在光栅后面 2♂/λ 的整数倍处接收到光栅的实

象。最近， rra岛。古效应己用于光学信息处理[1-岳飞引起人们极大关注。

1965 年) Winthrop 和 Wor吐lÏng也on 指出 [5J 在菲涅耳近似下p 对单胞格矢为 α、 b， 且

α 与 b 夹角为 γ 的平面周期物体，在波长为 λ 的单色平面波照射下的自成象距离为 q=

vQa，bjλ，其中~ v 为整数Fα=1α 1 ， b= Ibl , Q=2R/}Rb sin:l γ， Ra 和 Rb 是使 R(Jα =Rbb 成立

的最小整数。同时还认为，并不是所有二维周期都可发生自成象效应p 仅当基矢夹角 γ值满

足 2RaRb∞sγ=整数的周期物体才能自成象。本文从理论上证明对夫角 γ 的限制并非必要

条件。对多种二维光栅所傲的实验证实了理论分析。

二、一般性理论

若 tc(x， y)为单位原胞振幅透过率，则二维周期物体的振幅透过率可写成卷积形式t

t怡， γ) = to(X, 'Y) (4> (ø, 'Y), (1) 

其中恰(侈， 'Y) = ~ ð(x-Hα)ð('Y- Kb)为二维周期梳状函数。将 S怡， 'Y)展开成傅里
H，K=-∞ 

叶级数:

巾，如 =(1/A)hZE∞T(h， k)叫[-i2π (højα十均/b)Jo (2) 

在平面波垂直照明下，由菲涅耳衍射理论可导出周期物后面 q 距离处所接收到的振幅
分布为(5)

g(x, 'Y) = (1 / A) ~ T(h , k)Z仙， k)exp[ -i2π(hw/a十均/b汀 (3)
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其中，.A 为单位原胞面积。作为单位原胞傅里叶变换的 '1Y (h ， k) 应为:

T仇 k)zjt2j22以
另外有

Z(h, k) =exp{-iπλq(R~伊+R~P - 2R /j Rbhk 006γ) / RaRbab 8in2γ} 0 (5) 

比较 (2) 与 (3) 式F 要使自成象效应发生，即有 g(x， y) = t 怡， 但)，显然必须对任意整数 h， k 

满足 Z(h， k)=1。如果单位原胞空间频谱中的交叉项不能忽略，即 T (h , k) h.~手。与

T仙， k)h=o O. iX7G =O 同数量级，根据 Z仙， k) =1 关系，必然导致角度限制条件

2RaRb008γ-整数 (6)

以及 rralb的象距公式 q=vQabjλ。其中 Q = 2RaRI) 8m2γ。例如对 α=b 的菱形原胞p 角度

限制何)导致只能是夹角 γ 为 600 或 900 的菱形二维周期物体才能自成象o 但是p 若单位原

胞空间频谱中交叉项可以忽略，即有

I T Ch, k) I h,7G*O<< I T仙， k) I h =oO 或旧， (7) 

则 (2) 、 (3)式可化为

t(gpg)=(1/A)h至二 T (h, 0)叫 [ -i2πhx/α] 十 (1/A)ET(Op k)叫卜i2Jr;ky/ b ] 

十 (l/A) ~ T(h, k)exp[-i2α (hx/α+ kll/b) ] 

20/A)ZY(hpO)叫[-i2πh:xlα]+(1/A)EY(Opk)叫[-i2叫/町，

g怡， y) ~ (1/ A) ~ T(h , O)Z 伍， O)exp [←i2~hxlα] 

十 (ljA) ~ T(O , k).Z(O, k)exp[-i2πklllb] 。

此时能发生自成象的条件显然应是同时能满足

Z(h， O)=exp[-iπλqh21(sin2 γ)α2J =1, 

及 Z (0, k) = exp [一切λqh2 j (8m2γ)的 =1 0
即 rralb的象距必同时满足

q=v2a2 sin2 γ/λ， q=v'2b2 sin2 γ/λ (8) 

其中 V... v' 为整数。 (8) 式意味着 α =..)1ï b 或 b= 、rr;: α，饥为整数，即对单位原胞格矢长度

比也有限制。但是对基矢夹角 γ 无特殊要求。任意夹角都可自成象。

综上所述，二维周期物体在单色平面波照明下，能否发生 Talbo古自成象效应p 不仅与周

期有关J 而且还与单位原胞空间频谱分布有关。当单位原胞的空间颇谱支叉项可忽略时，基

欠夹角 γ 为任意值都可自成象。

三、特例

选取如图 1 所示的二维菱形光栅y 图中斜线部分表示不透光面，1ft、 n' 为大于 1 的整数，

坐标轴 x， y 分别与原胞基欠平行。这时单胞振幅透过率为
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谱换变叶里傅的它

一 α/2<x< …α/2饨，一α/2饨'<y<α/2n';

-.α/2n<x<α/2叽 -α/2<ry<α/2;

α/2饥〈忽〈α/2， -a/2饨'<ry<α/2'11';

其它。
!I • 11 

T(h， ← ff ι(笃，归p[i2巾/川州阳y

=(J工jtLyj:CLj22-j工j工)
-exp[i2π (hx/α +kry/α)Jdxdry 

=α2 [sin 彷hsin(~k/n') 十sin(~h/n)sin $k 

-sin(πh/n)sin(时/n'汀，

~a 一'γ

图 1 二维菱形光栅的单位原胞

Fig. 1 Primitive cell for two

dimentional :rhomboid grating 注意到
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从而导致

显然有关系

T(h, 0) = (α2/πh) (1-1/n') 画n(时/伪);

T(O, k) = (α2/πk) (1-1/n)sin(πk/n'); r 
T (h, k)h.衅。=一 (α2/~hk)sm(πh/伪)sìn(πk/伪')oJ

T (h , 0) =一[彷k (l-l/n') /sÍn (πk/n') JT(hJ k)h ，如0;

T (OJ k) = ← [πh(1-1/伪) /sm (πh/n)JT(h， k)h.衅。。

(9) 

当机>>1，仙':>> 1 时，

[饨'IT(h， k) h. 峙。 1>> 1 T(h , k)h，抖。 1 ， k<<饨，

lT(h, 0)1 勾~ 1 (πk/sin(~k/饨') IT(hJ k)h南非01>πklT(h， k)h，k中。 I >> 171 (h) k) 11 I 如。 1 ，
(k 三二份 ) k二znFK

即恒有 IT 仙J 0) 1>> IT(hJ k)h ， k叫，同理有 IT(O， k) 1>>IT(h, k)h.峙。|。根据前述一般性

理论3 便可得出结论:对二维菱形光栅，只要其透光部分远小于最小周期 α，即饰、 n'>>1， 则
在距离 q=v2a2 sin2 γ/λ 处可观察到自成象p 对角度 γ 无限制条件。相反，当饥和 d 接近
于 l 时3 必有

liT lT (hpO)/T仰， k)h.k*O 1 =1出|时(1-1/的 /sin(πk/饨') 1 

=:!当 I(叫/的/~k(∞s~k/饨') (-1/的 1=10

同理有 liT|T(03k)/T(hp k)h ，如01 =1 0 

这时 (7) 式得不到满足，角度限制条件 2RaRb例 γ=整数将起重要作用。于是，除 γ=600

和 90 0

外2 其它情况不能自成象。

二维菱形光栅(透光部分相连通)的负片是二维菱形网络(不透光部分相连通)。除零级

谱外，互补的菱形光栅与菱形网络的频谱分布是相同的，因此能否自成象的条件也相同。例

如仰、 n'~l 时的菱形光栅的负片就近似于二维周期点阵。由此可知， 二维周期点阵自成象
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应满足角度限制，即除 γ=600、 900 外，任意夹角的点阵是不能自成象的。

四、实验结果

使用功率 30皿w 的 He-Ne 激光照明自制的光栅，在最近的 Talb的距离上观察成象结

果。光栅常数 α 与 Talbo古距离俨2a'sin2γ/λ 都标在相应的图中。波长 λ=6328 Åo 图 2
和图 3 为基矢夹角 γ=600 和基矢夹角 γ=300 的菱形光栅及其频谱分布和 Ta岛。也自成象。

从两个光栅的频谱中可明显看到很强的主谱，相应的交叉谱非常弱。 γ=300 的自成象效果
很明显3 与 γ=600 的菱形光栅同样都与物体本身没有什么区别。实验表明角度限制不起作

用。

(α) q=O， α=0.23mm 

n=饨'=10

(b) 

图 2 γ=60。的菱形光栅

Fig. 2 The rhombic grating， γ=60。

(c) q=12.6cm 

(α) Object; (b) Fourier spectrnm; (0) Talbot self-image 

(α) q=O a=0 .40mm, 
何=饨'=10

(b) 

图 3 γ=30。的菱形光栅

Fig. 3 The rhombic grating， γ=30。

。) q=1.26 cm 

〈α) Object; (b) Fonrier spectrnmi (c) Talbot self-image 

图 4 和图 5 为基矢夹角 γ=600 .和基欠夹角 γ=300 的二维点阵及其频谱和相应的

Talbo古距离上的象。从频谱分布看，除零级谱外，其它谱点的强度几乎均匀，没有主谱出

现。在 q=2α28in2γ/λ 处观察到与理论分析一致的结果。 γ=600 的点阵出现良好的自成

象，而 γ=30。的点阵则无自成象产生。我们还制作了 γ=450 以及其它一些 γ值的光栅，
实验表明与理论分布结果一致，不在此一一列举。
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〈α) q=O， α=O.19mm， 

饵=饨'=10/9

论二维周期物体的自成象条件

(b) 

图 4 γ= 60 。 的二维点阵

.Fig. 4 Two-deminsionallattice， γ=60。

(c) q=8.6cm 

(α) Object; (b) Fourier spectrum; (c) Talbot self-image 

〈α) q-=O, a=O.33mm 
饵='11'=10/9

(b) 

图 5 γ=30。的二维点阵

Fig. 5 Two-deminsionallattice， γ=30。

(a) Object; (b) Fourier spectrum; (c) Imaga 

五、结论

(c) q=8.6cm 

539 

从以上的理论分析和实验结果表明，二维周期物体的单位原胞频谱分布对物体的

Talbot 自成象具有重要意义。当原胞空间频谱交叉项可忽略时，对基矢夹角 γ 无任何限

制。这一点充分说明二维周期物体自成象的角度限制条件 2RaRb ωsγ=整数并非必要条

件。解决 Talb的自成象条件无疑将会促进光学信息处理以及其它光学课题的进展。
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On the talbot self-imaging conditions of plane periodical objects 
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Tho 古albo也 self-imaging condi古ions of 也he plane periodical 0 bjec古s are presùn古ed. It 

is provcd 书heorùtically 也hat restric也lion of 也he angle v, 2RaRb COS γ=i丑也egor， is no也 a

nücessary condi古ion. If在ho cross 古er皿s of 古he spatial frequencies for 也e U丑尬。e11 of 

periodical obje的 are 皿uch smaller 古ban 古be 皿a扭 frequency 古erms，古he re的riction of 

thc angle iS 丑的 necessary. 1丑由is case, any 古wo-dimensional periodical 0 bjec古 can be 

sclf-imaged. The experimen如1 results presen古ed in 也his paper are in accordance wi协

the 古heore古ical analysis. 




