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本文分析了一般光学谐振腔横向本征模的正交性质.指出本征模 U" 与伴髓模阳之间具有(吨， U",) 

的正交佳.

一、引

关于光学谐振腔横向本征模的正交性问题已有若干讨论E110 虽然用以确定谐振腔本征

模的积分算符一般说来不是厄米算符J 因此不具有(旷， u) 这样的正交关系，但对于相当一

部分谐振腔来说，这个积分算符是复对称算符。它的本征函数具有如仙，创意义的正交性。

Arn.aud 讨论了另一种正交性叫他对厄米-高斯模系证明了一个谐振腔的本征模也与

该谐振腔的伴随模。具有(u， V)意义的正交性。所谓的伴随模就是在同一个谐振腔内沿相

反方向传播的本征模。Arnaud 的结论是正确的J 因为对于厄米-高斯模来说心z矿， *表示

复共辄。

1979 年 Siegman 将这一意义下的正交性推广到所有的情况叫这是错误的。产生此错

误的原因在于 Siegman 用了一个错的反向光路矩阵。 1982 年 Ongh的un 虽然给出了一个

正确的反向光路矩阵3但他并没有改正这一错误气仍然沿用这一错误结果。看来纠正这一

错误是必要的。

本文的目的是对一般光学谐振腔横向本征模的正交性作了严格的分析，给出一个正确

的结果，并阐明其物理意义。

二推导

对于任意多元件谐振腔的积分方程是m

bU (0;, y) 

回合JJuc侈 ω
.咱咀叫e阻呵x却叶P

万程适用于-个元象散、可分离变量的系统i 但这并不妨碍结果的普遍性。其中 b 和 U分

别是本征值和本征函数J k 是波数。积分是在建立比方程的参考面上有定义的区域内进行。
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此外=
(1) 如果参考面是在驻波链腔的一个终端反射镜面上J 8((1;, y) 是此反射面的面形函

数， A、 B、 C 是光线从离开镜面起在腔内往返传播回到镜面止(但不包括该镜面的一次反

fA B\ 
射)的传输矩阵 T={- :..}的元素。此时 T 与谐振腔的变换矩阵(环程矩阵)D 的关系是

飞伊 O} 

D=RT, R 是此镜面的反射矩阵。

例如果此终端反射镜是平面镜时， 8=0，以及叫;-:)To
(3) 如果参考平面选在腔内空间任意位置时J 8=0, D=To 此情况对驻波链腔和行

波环腔均适用o

为了简单起见，我们采用 Siegman 使用的模型J 即如图 1 所示的环形腔为例来讨论E$30

此应可以包含有各种复杂的傍轴光学元件，如透镜、高斯

光阑以及折射率分布为二次函我的介质等等。为了更普

遍一些p还可以假寇j地腔的输出锅合器(对链腔为输出反

射镜)具有一个任意的透过率分布〈对链腔为反射率分

布) p(侈， 但)，并且我们将参考平面选在紧贴输出糯合器

的左边。

首先我们来考虑边时方向(正向〉传播的情况，此时
白 图 1 复杂环形谐振腔 IA B \ 

Fig.l A c叫lex ring resonator T寸 ~ )，积分方程为
飞 cp Uj 

bßUß(ø，的=击JJp(a;'， 1/'阳必" '11') 
J[ ; 

西平

t
l

考参

×叫-f去[A协y'2) +0灿的-2 ((1;a;' +仰i)l}伽'd;y'， (2) 

其中 bfl1 U，. 分别为第何个本征值和本征函数。积分是在参考平面上由输出精合器M所限

定的区域内进行。

对于顺时针方向(反向)传播的光路来说，由光路可逆定理可知其传输矩阵俨是T的道

I 0 ~B\ 
矩阵 T-1=( - ~}，本征模 U饨的伴随模饵"满足方程

飞一φ A} 

M佣(侈， ω= 一忐向 ωJf饵，，(a;'， y') 
且Z

×旺P{岳阳2+y'2) +A仙的一2阶仰。巾忡'， . (3) 

积分在同样的区域内进行。

当 A在C 时， (2) 式和 (3) 式中的积分算符都不是对称的，它们的本征函数也不是正交

、的。为此我们定义两个函数如下z

寸

En以 g〉 =d内， ωuω (4) 
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F ,. (x, y)=α;2ρ-2(ap gMa(宿I y)叫{-iz二 (A-O) (X2十的 1，2A.B ,- - / ,-- . V / J 

其中的是一个任意的常数，可用来归一化。如果我们定义一个新的对称积分核:

K(a;, y; a;'， 的=土J(宿， g)pt(43 的
λB 
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(5) 

exp~ - o~巳 [(A+O) (句2十俨+俨+ry'2) -4(xx'十仰')门， (6) L 2λB '- \. -- . -,/ \. - ','7 • ,'7 - \. -- • ò7 V ,/ -' J 

那么方程 (2) 和 (3)变为z

bιnEnι"山( (7) 
M 

γnF，. (x， y) = JJK*以趴侈的F，. (x'， 的d忡'。 (8) 

方程 (7) 和 (8) 给出

γ: = bn, F~ = Eno (9) 

由 (9)式我们看到一个谐振腔的本征模与它的伴随模是互为复数共辄的关系，而不是如文献

[3J 中得出的"完全相等"的关系。

下面我们引入一个标量积的表示

(悦，叫M=JJα (x， y)v(x, y)dx句 (10) 

以及

(u, '1.叫Ju(x， 仙(宿，川句 (11) 

表示积分在无穷区域内的标积。

既然积分核 K 和 K餐都是对称的p 并且输出糯合器外的输出场(或输出反射器外的反

射场)为零，那么方程。)和 (8) 给出如下的正交关系:

(En, Em)M= (F:, Em) = (F饵， Fm) =ð酬。 (12)

从(句， (5) ， (10)和 (11)式立刻得出

(叫I Um)M= (叫， U m) = 8nm, (13) 

这就是谐振腔本征模与它的伴随模的正交关系。对于对称核来说，它的本征模之间的正交

关系和本征模与其伴随模的正交关系是不同的。只有本征函数是实数的情况此二正交关系

才是相同的。 Arnaud 的情况正是这种情况。

其中

虽然 Um 不具有 (11)式的正交关系。但由 (12)式可有

(Un， ρGUm) =8阳，

(饵n， p-1G创m) =8nm, 
(14) 

(15) 

G(x, y) =exp~ -~主 (A-O) (ø2十 '1/) ~o (16) 
lλB \.-- - ,/ \. - 'J ,/ I 

(14)式表明一个腔的本征模是带权(ρG)正交的J 同样其伴随模也是带权(ρ斗的正交的o 这

就是一般谐振腔本征模的普遍正交关系。
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一、讨论

上面所得结果的物理意义是清楚的。

(1) 本征值 bn 和 γ，给出同样的衍射损失

报

A=l-Jbn 尸=1-1 1'111 2

4 卷

和完全相同的共振频率。因为在本征值中我们省略了一项 exp(ikL)} L 是环形腔的长度或

I ,L I 驻波腔的二倍腔长。对于反向传播的波来说此因子是
一--:- 1.-一 exp( -ikL)。因此披在腔内两个相反方向上往返一周

u丁 U' I 的总相移相等:
图 2 谐振腔的本征模和伴随模 IkL十 a唔 ι1=I-kL十argγ川。

}i~ig. 2 An eigenmode and an adjoi时 这是自然的合理的。因为对同一个腔来说p不同方向

eiger皿odo of a resonator 的损失和频率应是相同的。

(2) 本征模 U帽是复数表明参考面不是本征模的等相面。 argU，.给出相差分布。本征

函数与伴随函数的复共辄关系表明它们的相差分布对于参考面是对称的p 这一点不难看出 D

例如对于 Fox-Li 的平面腔模型来说p 正反向的传播是完全对称的3 见图 2。因此本征模与

伴随棋是复共辄关系也是十分自然的。
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Abstra的

In 也his n。如 a general Or古hogonal proper古y of optical resona品or eige卫modes is 

analyzed. rrhe or古hogonali也，y in the (矿) U) sense of 尬。 ejgonmodes U and their adjOint 

modes u is ob阳i丑ed.




