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用锐磨法加工二次非球面的数学原理

潘君尊 王建国
(中国科学院南京天文仪器厂)

提要

用镜磨注刀口工二次非球面的扭法早在四年前就提出井进行了探讨[1)。当时对于凹面以三级象差为建

耐，求出了边界符合要求的解决办?去，但发现对于中间的带是不严格满足要求的.为了寻求对任何非球

面度都适用的严格解，我们进行了深入研究，选取磨环最低点与非珠面顶点的距离与和磨头转角向为参

数来表达挽磨加工时机床的运动规律，得到严格而简洁的表达式。根据这个表达式可以设计适用性很强

的，用计算机控制的非球面性磨机床。进一步考虑到某些生产批量大的特定非球面元件，我们认为从机掏

运动上实现与和马所要求的规律则更为理想，因此寻找出凸轮副的数学关系式，从而可利用磨头轴的

纯京动来元成非球面化，它可以多次重复磨制过程而使用形成的由面平滑，

一、基本关系的推导

用旷=2Rox一 (1- e2)x2 表达轴对称二次非球面2 其中 R。为顶点曲率半径) e 为偏心

率。曲面上任意一点 P(XJ Y) 的法线与 m 轴的交点 011
距非球面顶点为 Ro十 e2a; o 以 Ofl 为圆心， OpP 为半径

作球面F 则 P 点是球面与非球面的切点。因此我们可

以将非球面看作是球心在对称轴上，半径为百芦的球
面族的包络(见图 1) 0 

在范成法镜磨球面的基础上，如果令磨具轴与工

z 件轴的夹角 α 以及磨具的轴向位置可变，使镜磨过程

中产生一族球面符合上述的条件，则镜磨结果自然形

成一个包络于这族球面所要求的非球面。现在问题可

归结为求出任意带高时磨具应取的位置司

根据图 1) 不难写出曲面上任意点 Py 的切球面半径值

RFJ百fJP= 、/[俨 (Ro十内)J2十 y2罩、但在EEFO

用范成法镜此球面，磨具参数必须满足

UU 

Rp 

因 1

(1) 

Rp =适可士俨 (2)
式中均为磨具轴与工件轴夹角) d 为锐磨环中径，俨为镜磨环口小半径。当工件为凹面时，

(2)式取"+"号:凸面时p 取"一"号。切球面顶点 A 与非球面顶点 O 之间的距离，即磨环最低

点与非球面顶点之间的距离马可以用来表征磨具的轴向移动量。从图 1 可知p 也=Ro十 e2忽

一 .... IRil十 e2y2 o 从非球面方程可解出 a; = [Ro -- "，'m 一 (1- e2)俨J/ (1-e2) 。于是得到

叫出搞 H 其ij: 1983 年 4 月 28 日;收到修改稿日期 1983 年 9 月 26 日
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δp=主言击叫+(♂-1)1;2- ~ R~十 62920 伪

诸式中3 根式取"一"号是考虑 Ro 取正值p 从而 m 亦为正值。另外，从 (1) 、 (2) 式可求出磨具

轴和工件轴之间的夹角

_~ d 
α'P= 田n ~2(、I R~+e2ry2 平时 o (4) 

(3)式只是在 é~手 1 时成立p 当 e9 =1 时则可导出

δp=Ro 土-L一、/R~丰豆豆。
2R。

(5) 

对于凹面的情形) (4) 式中取"一"号2 (5) 式中取"十"号。

二 磨具的运动分析及机构设想

实际中常遇到的问题是凹面p 我们着重讨论这种情形p 因而 (4)式中取μ一"号d

由于磨具轴和工件轴始终处在同…平面内p 故可以把工具运动作为刚体的平面运动来

分析p 如图 2 所示。如果选择磨具刃口端面小圆弧 μ 川

曲率中心 01 作为分析工具运动的基点p 磨具的运动

可以看作是随 01 点沿￠轴方向平移和绕 01 点转动

的合成。这种情况其运动规律己为 (3) 、 (4)两式所

完全描述3 不需另行推导。但是要使磨具绕 01 点转

动，在机构设计上难度较大，而选择磨具轴上某一点

转动则容易实现。为此，必须找出这点的运动轨迹

表达式。

如图 2 所示，取磨具轴上任意一点 M 来研究，

建立随 0;1点平移的动坐标系 g01'YJJ 可得
n • 

O 

图 2

g = ; sin O:p + (},M cosαp， η=号。08αp-QM sin 句。

将 (4)式取" "号代入上式，可得

• /ho14 。[子+百万Jc句:十e2扩-r)2-E，

U I~、 d
, 14./ (~RÕ+哥叫24 一百]。

'十 e2扩 -'1') L"V 

M 点在 a;Oy 坐标系中的坐标为 XM= ~+ðSJ十 '1') '!J归M=勾叽3 即

X , ~ 

fM广￠句rMrE JJ1 |巳旦ι+币啊研矶QM ~/ (.J川川(.JR柯3扛日归同阿ιτ百古可可e2苟哥言亏?豆F旦一训俨忖叫〉严4←千号
、"，(且Rt十 e2叩g扩2 一俨 L 4 

. -.,-- 'v 

十占王一二E.JRõ一户)ry2 -.J R5+ e2y2 十俨 (6)
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d φ -1 d ()=!Jαpzshf1-SIn o (7) 
p ~~ 2(R。一的 2 (,.j R 5 + e2y2 一俨)

由 (6) 、 (7)两式确定的磨具运动可以通过计算机来控制F 这适合于单件非球丽元件的制造。

对于大批生产p 用机构来实现特定的磨具运动则更为合理。例如用平面凸轮副。 下面将导

出凸轮副轮廓的数学表达式。

将磨具轴刚性联结在凸轮上，凸轮以 M 点为

轴可转(见图 3)~ 并在模板I上做纯滚动。模板I

的曲线取固寇极坐标系p 极点与非球面顶点。重

合，向径的初始方向与必轴重合p 极角逆时针转动

为正。 凸轮曲线取动极坐标系，极点为动点 M，

x , R 向径的初始方向定为当 ry=o 时的 M 点指向 O 点

的方向，即图 8 中的 POJ 极角顺时针为正。

对任意时刻 tll 的运动情况进行分析:由于凸
轮在模板上为纯滚动，任何时刻凸轮与模板的接触点是运动的瞬时中心，故M 点的运动速

度为

此外， M 点转过的角度(逆时针)为

U 

图 3

d() 
v=ρω--一

俨 dt 0 

同时， M 点必须以 (6)式所决定的轨迹运动，其速度在 Mp 的切线方向J 即

v= 但旦十 dYM
dt ' dt 

其标量形式为

从 (8)式和 (10)式解得

令 (6)式中

(8) 

(9) 

叫带)飞争r 。 (:1.0) 

厅u
M

工
自
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士
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oa (11) 

、/ R6+e币2 =A， 、/ R;~ 十 (e2 -1) y2 =B, 
I J2 (12) 

ω:十何一户。 ，J (.JRJ+句2_ '1')2一亏 =Do

将 (6) 、 (7) 两式对自微分并经运算后，可得

/币寸言fl百万 A d D百万八2 dB/14豆豆-主、2l言
{p=ZJ-d2h十五 - 402 - O:~叫 +τ\ñ+ 0; ωJ 
-飞，、 (13)

。=aif1d-m-14
2(Ro-r) ~~ 20 0 

此即凸轮以 g 为参数的极坐标方程。

令 M 点在固定极坐标系中的坐标为(β， q) ， 从图 3 可写出

p2 =R2十q2-2Rqcos(γ 一 β) ，

从而

R=qcos (1' 一 β) - ..j p2 __ q2 sm2 (1' 一 β) 。 (14) 
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凸轮和模板滚过的弧长相等3 即 (ds) 2 = (ds1) 
2 0 于是得到

(坐f+ρ2(旦r =(~r +R2(豆zy
dγ\ dIY/ 句/ . -- \ dy / 

R 系 q， γ， βp ρ 的复合函数，即 R=f(qJ γ， β， ρ) ，故

dR θR ， ， θR "θR n' ， θR 
dy ôq ':l • θγθβ r-- θρ r- 0 

从 (15) 、 (16)式解得

θRI βR "θR 1')1， θR ，\ 
θγ \θq :Z . Ôβ r- θρ.. / 

/ θR \2 I D2 l I _'2 , _2/)12\ n2 ( θR ， , ôR r>I , ôR \ 
一士vl~一) +R2 J (卢+ρ20F2) -Rbz q 十页β+百万 ρ)dγ ， L\/ J \ / 
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(:15) 

(10) 

(句川ι
飞苟/ -. .u, (17) 

R=qc佣 (γ 一 β) 一、/ρ2 _ q2 白n2 (γ-β) 。

上式中各项可以通过 (6) 、 (7) 、 (12) 和 (13)式等逐一计算。但是p 实际上 (17)式是一个形式

极为复杂的微分方程p 难以找出解析解，可以用计算机进行数值积分先求出 γ (y) ， 然后求出

模板曲线 R (y) 。

三、几点讨论

1. 关于方法的适用范围

根据(1)式可知y 当 e2>0 时， Rp 随 U 增加而增加;泸<0 时J Rp 随 y 增加而减少。 由此
可以看出3 本方法能加工 e2>0 的四面，不能加工 e2>O 的凸面;能力日工 eS<O 的凸面，不能

加工泸<0 的凹面。

2. 影响精度的因素分析

M 点原则上是任意选定的，但实际上M 点的位置对加工精度有影响。 从图 3 可得

QM斗 tg仇代入 (6)式并分离含榕伊的项3 得 xM=E十F :: tg 伊.， YM=G-H 扫伊。d 
2 

d 1 TT d 1 
求对牛的微差得 JXM=F 一一一-L.1φ åYM=-H 一一一二年J 其中 E、 F、 GJH 分别2 ∞S2 ({J -'1', -:1 M. ~~ 2 ∞82 伊
为不含 φ 项之和。 可见伊愈大J LlXM 和 LJYM 也愈大。即磨具直径愈小或旋转点 M 离磨具刃

口愈远p 则加工误差愈大。

3. 关于加工高次非球面的可能性

光学上一般用的高次非球面和二次非球面偏离都不是很大的，因此总能找到所包络的

球面族。根据讨论1.，只要其 Rp 在给定的 g 值范围内是单调变化的，则同样能用这个方法
加工，只是马及的的数学关系更为复杂而已。

四、结语

通过各种实例的计算可以看到岛和血p 在很大的非球面范围内都是不大的数值，这点

对于保证加工精度是极其重要的，也是我们致力于这个方法探讨的主要原因。
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Abstract 

In 古his ar也iolo 古ho mathematioal forrnu]as for generating sooond order aspherio 

surfaoes are deri ved. rJ'he aspherio surface 也o be worked is 址。ated as an envelope of 

spheros with differen古 radius of ourvature at differen古 zones. Op a旦d 的 are taken as 

pararnotors to describe the motion of grinding 右。01) where op is 也ho dis也noe b的wee丑

ver也ox of surfaoe and lowes古 poi丑也 of 古he 也001; andα世 is the a旦glo between 也001 axis and 

asphcl'iú surfaoe axis. 

ln order to realize the design of praotical machina, it is con venien古也o ohange 也he

angleα11 around a poi川 Mon 也001 axis rathor than any other point. S。也时也he equa­

tions for do也errnining 毛he ooordinatos of point M are also derived. 
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In tho case of mass production
J 

pure meoha丑jsm is be古柏r 也han oomputer úontrol of 

tho grinding maúh:ine) 乱nd 古he be的 meohanism 8eems 也o be úam pair) becauso such 

meúhanism makes 址10 gr lnding proúess repea古able and i古 is possible to produce a smoo也h

aspherioal surfaoe. 80 也hat the mathematical equations for cam design are also given. 




