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在椭圆折射率介质中波动方程的解
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〈中国科学院福建物质结构研究所)

提要

得到了椭圆折射率介质中波动方程的解。作为解的一个特殊情况也得到了均匀介质中椭圆高斯光

束。文中还讨论了解的性质。

一、引

在文章 [lJ 中p 我们从理论和实验上证实了泵浦过程正交品系 [0 1 OJ 取向的 Nd.YAP

晶体棒沿 m 取向和 z 取向(即 [1 0 OJ 和 [0 0 1J 取向)的折射率呈现椭圆分布

川川xO [1一去Zt一去?斗 (la)

饥z ( xz) = nzo 11 - ::立 x2 -卫生 Z2 1, (lb) 
L 2川;;0 2nzo.. J 

式中 'n"，o 和问0 分别是棒截面中心处沿 m 方向和 Z 方向的折射率，它们是常数， nxx.. nx~ 和

91.:",.. nzz 分别是对 z 方向偏振光和 z 方向偏振光起作用的介质沿￠和 Z 轴方向的分布参数司

文章【2J 中 p 我们分析了含有椭圆折射率介质谐振腔中激光和横向场分布，结果表明p 不

论是沿 Z 方向偏振的 1.0795 微米辐射还是沿 m 方向偏振的 1.0645 微米辐射p 基横模高斯

光束沿 z 方向和 2 方向的宽度 W以y) 、 W以y) 和 w"，x(y) 、 Wxz(Y) 都是不相等的3 它们呈

现椭圆高斯光束的特性p 实验证实基横模光斑的确呈椭圆状分布。

本文讨论在椭困折射率介质中(暂不考虑介质的增益和损耗剖面)波动方程的解。作为

解的一个特殊情况在均匀介质中解变成椭圆高斯光束。文中还讨论了解的一些性质。

二、椭圆折射率介质中波动方程的解

泵浦过程 [0 1 OJ 取向 Nd:YAP 棒折射率由 nx(xz) 和问(xz)给出，在这样的介质中p 沿

m 方向和 z 方向偏振辐射场幅度的波动方程可以写成

式中

Vuz(xyz) 十K;(xz)ux(xyz) =0, 

Y陆(叩z) 十K;(xz)uz(x伊) =0, 

I -j k",x _2 kxz _2"1 
K ", (xz) =kzO II→瓦x--言ZZz j 

斗"呻 [1-去Zd一朵斗，
收j怕日期 1984 年 5 月 14 日;收到修改稿臼期 1984 年 7 月 4 日
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(2b) 

(3a) 
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r -1 kzz _2 kzz ~2 1 Kz(æz) =kzo 1 1 一τ「旷→古~z Z2 I 
""lI-'zO 且'ZO

=年阳 11-俨ιd-3巳叶~ (8b) ^ L ~n.zO ~nzO.J 

由于沿 m 方向和 z 方向偏振辐射场辐度的波动方程具有相同的形式，我们只需对$方向偏

振求解。对于近轴光线可取

u:&(wyz) = 伊:1:(æyz )exp( - ik:l:oY) , 

代入(2a)式，忽略乓项后，得到
ôy 

主导十主导一 2ik副主旦 -k:I:Qkzt;X2伊 - k:I:Qkzzz2φ =0， 
α旷 αz'A - - --"'" ôy 

(4) 

(5) 

与文献 [3J 类似，令

仇(æyz) =叫 {-i r pz(y)+ n_k旦-=-:\仙 o_kr~_. \ z2 1 ~ l v Lr"'\~/ ' 2q :J;z(y ) - , 2qzz (y) - JJ (6) 

代入(5) 式，得到

1 I r 1 l' I kxx Iî 

q;x(Y ) -r L qzz (y) J 寸 kzo υ，

1 I r 1 l' I kzz Iî 

q;z( y ) ‘ L q;z (y ) J ' kzo - , 

- i r 1 1 1 
p~(y) =一一|一~+ - f _. \ 2 L-qzz(y) 1 q:J;Z (γ ) J 0 

为了求解复数曲率半径在椭圆折射率介质中的传播规律，令

1 _ S~x( Y ) 
q以y) 一三灭百了'

(7a) 

(7b) 

(7c) 

(8) 

代入(7a)式，得到
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(9) 

解上式，得到

叫=αs叫去川叫EYP (10) 

丛rC归在∞sJ芫y-bJ去叫号。 (11) 

在 y=o 处

8:/:;1; (0) __ b / kxo qzz(O) =一一一=~~/一s~x(O) a V k 

式中 α、 b 为待定常数。把(12)式代入(10) 、 (11)式，得到

q:J;X (O )叫j:iy十df:?mdi27
qzz ( y忡'工?L f「

-qxz (叫苦md23U+mvzg

将(1时分子与分母同除以 mJZ 得到

(12) 

(13) 
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将正切函数展开F 并取

(14) tgx 士尘，

1 
z 

1 一仨qxz(O)y
qzx(Y) qxzCO) 十 y qxx(O) 十 Y

I 

得到

(15a) 

(15b) 1 一 1 j乞z扣〉〉gb如μ川z盯川z(O仰州0矶〉
qx .,;(Y) qx.，;(仙0) 十 y q:r:z (Ü创)+y I 

由 (7b)式同样可得到

.π叨:2(07nzoqxz(O) = 也 λ
.πW;a，( O)饥础qxx(O) = 也 λ

A、
~ 

(16) 

这相当于在输出为椭圆高斯光束的平行平面谐振腔的激光器中，把坐标 y=O 的点放在输出

镜上的情况。此时，在输出平面镜上沿 m 轴和 Z 轴方向p 光斑大小分别为切xx(O)和 Wzz(O)波

前为平面的椭圆高斯光束直接射入具有椭圆折射率分布的介质司

将(15a) 和 (15b)式代入(7c)式P 得到

rpzC自)=手{[1+ ~: q;alO) ]冲+去叫 :zqiz(0)[1十td
十 [1十元 q;z(叶

再将(16)式代入上式，经适当运算后，得到
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{土b缸/叫川。y培-1 Ây 
2 L -

, 
kxo\λ/πw;x(O)ηxo 

十三h十主三/π叫/O)nxo\2"1 tg: - 1 均
主 L-

, 
kxo\λ J J-O 

J"G'lD;,; (O)nxo 

(17) 

+主巳/π悦';'x(Ü)nx!!)2r1 → i'À旦_1 十 kxz
'1.kxo\λ J L πt钻11;ι;x(O )1'η1xωz础o J ' 2kx呻0 

x ( 
J"G'l叫U

λ J L - :rπ~W;?(刊0)1倪'/，z甜o J J 

(6) 式中 CPx(均z)指数的后面两项，可将(15剖， (15b)和 (16)式代入p 经适当运算后，

得到
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exnr一二坐坐 d- 4kzo l 
1:"' L 2qxx(Y) ~ 2qxz(Y) - J 

{ -x2[( w!~(y ) +~xxy2w;r. x仰) [w;xCy)-吟(时P{ -x2[(可(y了十 2w;z(Y) 

+i( ----J-而 kxxy[Rxx C到ι旦1')1. ~~~-----
\ '2Rxx(Y ) 2Rxz (y ) jJ 

2l叹[K(」)十 k切xzy2讪讪灿切叫wxz(O眈川)
切;z(y ) T 2切:Lz(gω) 

+4j k呻 _ kz~y[Rx~ ( y ) -y]\11 n 
·一. . , 
\ 2Rz;: (y ) 2Rxz (y) j J J 吁

结合 (4) 、 ( 17) 、 (18)式p 最后得到解为

r w;xCO) 什(1+昔比) " r W;'z (0\ l{-( :t+卡?由)
ωyz) = l可巧) r '-~" x l对习了l

川xpi -i切十丢11+与勺Lltg-1乒十丢11斗争y;o 1 
..(., L. f(,xü YxO ~ l- fuXÜ 

×培-1 .JL十半句;0(1-判十主L d01-1旦)
'Jho ' 2kzü \ IJ!xo j , 2kzü \Yzo J 

"rl 1 . kxxy2切xz ( O) [w;Z(Y)_ IW;X (O) ];\ 
-X- L飞石ζ百了;- 2w;r ( y) ) 

+4i kzo kxxy[Rxx(Y) - Y] 川
\ 2Rxz (Y) 2Rzz(y) jJ 

2 「/-L-tkxzy2WZZ (0) [W;;/y) -W;Z(O)J 吉、
「认豆;z (y) T - 2w;z (y) ) 

+4( kd -kzzy[Rxz (位二丛、110
\ 2Rxz(y ) 2Rxz(y ) jJJ 

(17) 、 (18) 和 (19) 式中

切!x(Y) = 仅l;x(O) ~1+ r __",2 ~~\ _ r 1 L ~ I L Z'l7W;;v ( 0) nxo J J 

w;z (y) =ω;z (O) i 1+ 1 __..2λ《 |21
L LπttJL (O) n;，;oJ J 

Rzx (护中[叫Cn~Y} 
r ~ I rπw;;; (O) ηzo 12 1 Rxz(y) =yll+ l 

vu <v

x;;À; ! '~XU J J 
YxO= π如;x(O)nzo

xO 
λ 

g 一 π饥，~z (O)nxü 
zO 一

λ 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

从 (19)式看到在椭圆折射率介质中p 光束的横向场分布是不相等的p 因此，不可能得到

径向对称的高斯光束p 既使让 (16) 式中 qzx (O) =qxz (O) =q(O)， 因而 (20) 式中切xxCγ)=wxly)，

但因为 kxx 学 kXZJ 所以 (19)式中的横向场分布还是不相等的。

目前得到的解没有反应出光束的周期变化3 这是由于我们在解的过程中作了一个近似，
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在 (14) 式中取 tg x;;;';x， 显然，这只有在问1<<王时才行，所以 (19) 式仅近似地描述了满足
2 

上述条件的一段椭圆折射率介质的传播规律J 但是由于周期性p 我们可以对超出上述范围的

传播规律作一定的估计。

对于沿 Z 方向偏振辐射场幅度可以得到类似的结果。

三、均匀介质中波动方程的解

文献 [3J 已经得到了均匀介质中波动方程的解，它是径向对称的高斯光束。

在上面的求解过程中令 krzrz=krzz=O， 我们也能得到均匀介质中波动方程的解，此时，由

(19)式得到

式中

urz(æyz) =.../ ~z.11 (O)切川)呵i - i [kzoY - 'Y]z:!; (y) - 'Y]zz ('Y) ] 
V wxrz(Y)W!lIz(Y) -~J: l 
_,..2) 1 --L i k:.o 1_ ,..2f 1 1_ ik呻 11

W L可立矿丁 2Rzz(Y) J '" L百六百了.-- 2Rz;: (y) 汀'
(23) 

'YJzrz(户县培-1JLEWz(护主tg-l~o (且)yzo' "/"'10 \~ / 2 -b 'lJzo 

其它参数由 (20) 、 (21) 和 (22) 式给出。

方程 (23) 已不再是径向对称的高斯光束了3 它是椭圆高斯光束。

我们在高功率 Nd:YAP 连续激光器中遇到了这种情况p 由于泵浦过程的热效应使正交

品系 Nd:YAP 棒的折射率 nz(xz) 和 nz(xz) 呈现椭圆折射率分布y 这使得工作物质对沿 m 方

向偏振(或者 z 方向偏振)的辐射在 Z 轴方向和 Z 轴方向的聚焦程度是不同的，从而导致椭

圆高斯光束的产生。

从 (20) '" (23)式和 (15)式我们看到在 X'!J 平面和 zy 平面内光斑宽度、波前曲率半径或

者复数曲率半径的传播规律都与一般高斯光束的传播规律相同。对于沿 Z 方向的偏振情况

完全相同。因此，我们可以把遭受热效应的 Nd:YAP 棒当作 n~(叫， na: (z) , Ißz(叫和 nz(z) 四

个类似透镜介质来处理谐振腔的设计问题。

从 (20) 式可以看到，在

一 πW:1;:1; (0) WfZ~(O) '1'txo 
'!Ja:E 一 λ(25)

处，沿￠方向和 z 方向的光斑宽度相等

W; :r (YZE) =切';;:('YZE) =w;:.(O) +'W;Z(O)o (26) 

这对于圆孔选模得到基横模激光是很重要的p 此时p 应该把困孔放在距输出平面镜的E 处。

将(21)式对 y 求微分并令其等于零，得到

'!JZa: min =πw;x(O)nZo mm 
λ 

g 一叫:白丁h
rzzmin 0 

在这些位置上曲率半径最小，分别为

(27) 
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π悦七(O)n:rt￥Rzz [Yzz minJ =λ.:ro 

=πW;z (O)nzO Rzø [Yzz mioJλ 

比较(27)式和 (28) 式可以看到这二波前中心分别在 Y:IJ:1;min 和 Yzz min 处。

由 (23)式可以看到光强 I 为

I缸zμ(咿咐)= 均以附(怡Z咿U庐如z均川)
切zz (Y)川川饥ru!zz趴zλ(yω) l qd4Udj5ι;x(切ωyω) ~吨vιç忌;z(呗恻Uω)川J'

将指数展开取其前二项P 得到

(28) 

Lr;2 

r1_ Iz(xyz)W :rcz(Y)Wz:o; (Y) 1 + ~..2 (.,\ r ω;3! (Y) 11一|饥ι (y) 11 L- Wzz (0) wzz(O) J -"-,, '071 L 

qa 

H
ρ
 

Iz(xyz)切zz(Y)Wzz(Y ) 1_1 
的z (0 )wzz (0) J 勺

(29) 

从 (29) 式看到等光强的轨迹的确是一椭圆。只有在 Y=YzE 处3 创zz(νZE) =切Z: (YzE) ) 椭圆才
退化为圆。

了解椭圆高斯光束这些性质对使用这种光束是很有用的。

参考文献

[1 J tt鸿元刊物理学报凡 ]981 ， 30， No唔 8 ， 1085. 

[2] tt鸿元，周玉平，于桂芳，黄小良，吴彩明 p 倪王云刊物理学才&.1>， 1982, 9, No. 9, 1235. 
[3] H. Kogelnik; ('Applied Optics飞 1966 ， 5, 1550. 

The solution of wave equation with an elliptic refractive index media 
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Abstract 

Tho solution of wavo ûquation 飞;\'ith an olliptic rofractive index modia has boen 

obtainûd. As a par也icular example tho elliptic Gaussium beams in homogene01L9皿ediu皿

also has been obtained. The propûrties of the solu也ion ha ve been discussoo. 




