
第 4卷第 11 期

]984 年 11 月

光学学报
ACTA OPTICA SINICA 

Vol. 4, No. 11 

Novembor, 1984 

变折射率介质中光线的追迹
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提要

本文根据 A. Sharma 等人(1)提出的方陆，给出了变折射率介质中光娃追边的矢量表达式;并提供了

~个判断计算结果可靠与否的误差函数。在计算例子中，提出并讨论了用高精蜜的数值解来判断某些近

似解析解所适用的范围。

一、号l 中
一
→
同从数学上看p 变折射率介质中的光线追迹问题3 归结为求解如下形式的光线方程[2]

cl I dR \ 
一 (n 一一 )=gran(仙)， (1) 
ds \ ds / 

式中 ds 是光线轨迹上一段无限小的弧长; R=øi十yj十zk 是光线上任一点的位置坐标 n

是折射率3 它是空间点的坐标的标量函数。

由于 (1) 式仅对十分有限的几种折射率分布才能获得严格的解析解p 所以人们一直在寻

找它的数值解法口 1968 年 Montagnind3J 对方程 (1) 提出过一个数值解法p 这个方法的优点

是很有普遍性的;缺点是花费计算时间较多。 1982 年 Sharma 等人[1]对光线方程稍加变换

之后3 用标准的龙格一库塔方法来求变换后的方程的数值解p 获得了令人满意的结果。我们

在本文中导出了用龙格-库塔方法求光线方程数值解的矢量表达式3 并提供了一个判断计算

结果可靠与否的误差函数。结合具体计算例子p 还提出和讨论了利用高精度的数值解说明

某些近似解析解所适用的起围d

二、变折射率介质中光线迫迹的理论

按 Sharma 等人m 的作法p 令 (1) 式中的 ds 为

ds=n.dt , 

式中 t 是一标量参数。把 (2) 式代入 (1) 式使得到变换后的光线方程

忡白 r n.grad(时，或
主主手 =F=~ 1 、
"旷Eγl 2 gra叫d(怖J'川f饥旷/，2

若饥1fI，2的表达式中不含￠叭、 g队、 z 的交叉项P 用 (3b) 式进行计算是方便的。

值解法y 需要把 (3) 式降阶3 为此特定义一个矢量 T满足

(2) 

(3a) 

(3b) 

按照微分方程的数
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dR rn 

dt - 0 
(4) 

这样 (3)式就变成

dT r.o (5) dt - 0 

:i. ~ _ c1 dR 
把 (2)式中的 dt 代入 (4)式还可以得到光线方向的单位矢量 s=←一与 T之间的关系为

dt 

T 
s=τ-0 (6) 

用求微分方程数值解的龙格-库塔方法来解由 (4) 式和 (5)式组成的微分方程组，我们得

到用矢量表达的如下形式的解

1 
Ri+1=R;+Jt T;+飞了 Jt2 F;十 A;1 j=1, 2J 3, …, 

Ti+1 = 饵+专 JtF;十Bio
上面两式中的 Llt 是数值计算时所取的步长 Aj， Bj 和 F; 由下面的公式给出

A;才 LJt2 Cj，
2 .... fl • 1 B.=← JtC， 十-:: JtD; 3 - - - J • 6 _v - } 

DJ=F(勾十叫z十taGjzp 的十JtT旷taGj仙均十叫z十二叫串)，
G;= tJt Cj, 

/ . 1 A. rT1 . 1 •. T.l • 1 ..rT7 . 1 Cj卢吕 F(x机勿叫j十玄 4血川s厅T叽jz+亏 4血tE川 U的j十豆 4血盯t叮T只;11由十古 A血tE;1I

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

勾+专扫d必川川t厅川T鸟jz+÷←A川牛 (ο坦盼3剖) 
E;=Jt F J, (14) 

F;=F(Xj) 'YiJ Zj)o (15) 
这样p 给定了折射率分布函数 n(R); 光线入射的初始位置 Ro 和光线初始方向 80 与 n(Ro)

的乘积 R 以及步长岛之后p 由 (3) 式和 (7) '" (15) 式便可以完成光线的追迹。 追迹计算的

结果是否可信p 还需要加以说明。为此，我们进一步研究了光线曲率矢量的表达式。光线曲
率欠量 K 已经表示成C3J

K=去 {grad (n) - [grad (n) . S] 8}o 

把 (5)式和 (6) 式代入(16)式便获得用川、 F和 T来表示的 K ，

K=击川一 (F.T) TJo
用 ( 17)式标乘 T得到

(16) 

(17) 

K. T=ûo (18) 

(18)式是光线自身的几何特性。利用这一公式可以判断光线追迹计算结果的可靠性。为了

方便起见，我们按(19)式定义了一个误差函数 f(K? T) 
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f (K , T) =logl K. T' 。 (19) 

显然， f(K , T)趋于一∞时表示计算结果接近于真值。

三、计算例子

第二节中所导出的公式是相当普遍的。将可能有的折射率分布函数代入 (3) 式和

(7) '" (15)式，组织编写好计算程序就可以迅速获得所需要的结果3 在这里我们以目前国内

感兴趣山的一种具有正向抛物线型分布折射率的玻璃板为例p 对其传光特性作一些分析。按

图 1 所示的方式来使用这种板p 其折射率分布应写成

Ifj，=向 (1一专 A♂)， / y/斗 (20)
式中rlQ和 A 是玻璃板的光学常数 b 是板的厚度。把(20)式代入第二节中的有关公式便可

以编制出具体的计算程序。在程序中rIQ和 A; 步长 .1t; 光入射点的坐i标 aio， Yo , Zo 以及万

向 TZeJ TlIOJ 和 Tr:o (注意光线空间方向 S 与 T 由 (6) 式联系着)作为输入量或循环参数p 输

出则根据需要选取。

显然F 一组光线入射点位置和方向初始值描写了一条确定的光线。按照入射光线方向

的不同3 可以是子午光线y 也可以是斜光线;可以是平行光线p 也可以是会聚光线。 为了与文

献 [4J进行比较，我们选取了如图 1 所示的在 yOz 平面内队。点入射的平行子午光线加以计

算3 其结果示于图式图 3 和图 40

t y(mm) 

0.6 

0 .4 

0.2 

z O 

-0.2 

--0 .4 

-.0 .6 

图 1 变如f折斤射率跋酬硝硝.板……F 图 2 数值计算的光线轨迹

Fi屯g. 1 Glass plat臼e \\飞\'才i让th gr啕adi旧e1川1叫t j山n执叫dcx
Fig. 2 Light-ray trajectory obtained by 

llumerieal ealculatìon 

…。 1l(J=1.5; Ã=O.5(1 , mm2); .::Jt = O.lmm 

图 2 是实际计算的光线轨迹p 它与余弦曲线有一定差别。图 3 是误差函数 f(K， T) 与

步长 Jt 的关系曲线。 显然J Llt 越小，计算结果越接近真值。 图 4 中的 P(y)是这样定义的

P(臼) =log ( i y-y~I)J ( 21) 

式中 U 是用足够小的步长 L1t， 由本文数值计算的值。 我们把它作为比较基准ν 仇则是对于

(20)式折射率分布目前广泛采用的一种近似的解析解C410 即
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图 4 位置误差 P(x)与参数 A 幸口如口的关系

Fíg. 4 Function relation of positíon 

图 3 数值计算误差与步长 L1t 的关系

Fig.3 Functíon 1'elatio且 between the e1'1'or 

of numerical caculation and ext1'apolation e1'1'or with pa1'a皿ete1' A and 的。

ínC1'e皿ent L1t no=1.5; LIt=O.l mm 

倪。=1. 5; ~=0.5(1/mm2); 的。=O.lmm

Y吕 =yiO∞s( ..JAz) , (22) 

式中 YW 是计算时取的 g方向的初始位置(见图 1)。计算所取的全部初始条件是

xo=zo=O, 
yw=0.1, 0.5, 1.0(mm), 

T~o=T yO =O, (28) 

T 20 =no( 1一去 A叫。

四、讨论与结论

对于(20)式所描述的折射率分布p 目前广泛采用形如(22)式所表达的近似解析解。在

讨论纤维光学器件的设计时p 人们提出了这种正余弦解究竟在多大程度上适用的问题σ

为了回答这一问题p 首先必须找到比较的基准。严格的解析解当然是最好的比较基准。

但遗憾的是p 在变折射卒光学中，即使对 (20) 式这种并不算复杂的折射率分布p 目前也未能

找到严格的解析解。 因此p 在本文中我们提出用最好的数值解法获得的高精度数值解来作

为比较基准。由图 2 和图 8 可见3 本文给出的公式和计算程序是可行的。从而由图 4 可见

对于不同计算精度要求2 光线的入射高度和玻璃板的 A 值， (22)式这种近似解仅在一定范

围内才是适用的。例如z 取 P(y) =-6 时P 对于图中列出的三个 YiO 值，其专 Ay2 应分别小

于 0.0047、 0.0538 和 0.0650 0
对于变折射率介质中的光线追迹p 本文采用的是较好的方法。文中提出的误差函数

j(K , T)对于判断计算结果的可靠性是有用的。公式 (7) '" (15)的排列次序也有意义3 在编

写计算程序时J 只要把这些公式按分量形式顺次倒过来写就行了。
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在进行本文的计算工作中p 我所计算机组的同志们给了我使用计算机的方便与协助.借

此向他们表示感谢。
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Ray tracing in gradient .. index media 

Lu 飞NENqUAN

(G旧J仇 Instìtut o} Optìcal Com例切'nication)

(Received 6 February 1984) 

Abstract 

According 切古he preson右。dm的hod by A. Sharma C1J the vector-expression of ray 

tracing in gradient-index media have been derived and an erro1' function is defined in 

this pape1'. With an example of the compu扭扭on it is shown by 也he nume1'ical solution 

of high aCCUl'acy that the regions for aptness of some a且alytical approaching solu也ion

which jg used of臼n are presented and disoussed. 




