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光束在缓变折射率介质中的传输

邓锡铭 林伟平
〈中国科学院上海光学精密机械研究所〉

提要

利用流体模型方法，建立了描写光束在缓变折射率介历"中的传输方程.

一、引 言
H

利用流体模型方法[1-3飞可以描写光束在真空中的稳态传输过程。但普遍讨论光束在

非均匀介质中的传输仍是一件复杂、困难的事情。这不仅由于介质折射率的不均匀而难以

直接计算衍射积分，而且还会遇到光束连续发生的费涅尔反射，在这种情况下j 企图普遍地

和精确地描写光束的传输是十分困难的。 - 故本文只限于讨论在各向同性的、折射率梯度比

较小的，元衰减元增益的非均匀介质中，如何运用流体模型方法描写光束在这类介质中的稳

态传输过程o

当强激光束通过均匀介质时，由于介质的非线性折射率不可忽略3 一般会形成一介缓聋

的折射率分布。因此p 即使是采用近似模型来讨论这个问题也是有实际价值的。

二、作用于场流体的外力和内力

用流体模型方法描写稳态光束传输p 首先要求光束满足达朗贝尔 (d'Alembert) 方程。

但遇到非均匀介质，一般不满足这个方程。对于磁导率 μ=1 的各向同性介质，若折射率协

是一个空间坐标的函数p则介质中的电磁场方程可表示为EGZ

VBE-fFLV[E·叨叨怦0， 1 
}口〉

'12H-乒 ii+ '1 (1，锦州)x仰H) =0 0 I 
对于稳态传输的电磁场3 上式可写成

'12 Eo-n2 k2 Eo+ '1 [Eo.V(logn9)J ~O， 
~ (2) 

'\79Ho一份9 k2 Ho+ '\7 (logn9
) x ('\7 x H) =0, J 

其中 E=Eoe-i飞 H~H♂-制， hz2主 λ 为真空中波长。如果介质折射率的空间分布变
λ' 

化足够缓慢，即'\7(logn9) 项足够小，则略去公式 (2) 两个式予的最后一项，仍可保持较高精

度的近似。这样， (2) 式可写成
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V~φ+饥51 k2~=OD (3) 

这里p 旷￠代表电、磁矢量 E、 H 中任何一个的直角坐标分量平方的时间平均值除以 8π。即

d旷φ 代表一个与坐标分量对应的平均能量密度。

在这种近似条件下p 就可运用流体模型讨论光束在非均匀介质中的传输。 (3) 式的一

般解可写成以下形式:

φ=~oetkL， 

式中向和 L 都是空间坐标的实函数。

文献 [lJ 已从 (3) 式导出以下两个关系式

(VL)s=n~十去誓旦~ 1 
r (4) 

V2L=-~刊。.VL
ifJo 0 

1 V5IØn 
对于纯几何光学传输3 忽略了 (4) 式第一式的波动项-一牛卫止，几何光学程函梯度

rφ。

VLa 满足 (''VLa)':I = n2 J 传输速度

TT cVLn 
Va=丁片 (5)

式中 c 是光速。因此，在保留波动项的流体模型中，定义场流体的(能)速度

cVL (6) 
n~ 

是合理的。对于均匀介质中的匀幅平面披

民= Va= 立自
份'

用手乘(忖第一式两边p并移项得

♂=(乎r叫 C5l(1←去)古-守] 0 (7) 

与描写光束在真空中传输的流体模型一样~ (7) 式右边两个部分分别被理解为单位质量场

I c'V L \S1 l -Þ- ~.;.H él:L r ~2( 1 _ 1 、 c2 V'Jφ。 1流体的动能和势能。{一一)代表功能; I c2
( 1一一r )一一一_.-一一|代表势能。在势能项\伪，2 } 1 \，j ~7"'n!;ô， l\ 仙2 J n4 kä φ。 J

02 VSlØn 
中 3 仍把 -±KF.」乒立理解为存在于场流体内部的张力所对应的势能口， 51, ('i]称之为内势

'Ib II! 'PO 

能。介质对内势能的影响表现为内势能中的(去)因子。势能中的另一项作-去)是
/ .•. " I~ 1 \\ 

光束在真空中的传输所没有的(当仿=1， CSl (1一 :2 )=O)~ 称之为外势能。介质的存在，一
飞飞 n- I I 

方面相当于存在一个外力场作用于场流体p 外力场的势函数就是作一去)川旦另一方面，
介质的作用也不能完全等同于作用于一群经典质点的外力场，尚需作进一步的分析。

考虑一个单位质量的质点p 沿介质折射率梯度L1fl.方向运动，在不考虑内势场作用的情

况下，它的动能显然等于 (o/n)SI 若把动能的变化看作是外势场作用的结果，则在折射率"她

的势能伊应等于
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俨泸(1- 去)。 (8) 

这里p 规定在真空中 (n=l) 的势能 φ 为零。这就是上面所说的单位质量的外势能。

另一方面，场流体的稳态流动，要满足连续性方程。在忽略光束在非均匀介质中传输所

出现的费涅尔反射损失的近似情况下，在真空中单位质量场流体，传输到折射率"的地方，

它的质量就变成川，因此动量的变化 dp 应表示为

dp=mdv+φd饥=n9 d( 之)十二~ d(仰~) =-c由十咎由=cd饨 (9)
\ n/ 仰

所以，当速度 V// "Vn , dp 取 c伽值;当 V.l\1n， 命11， =0， dp 取一cdm 值3 差一符号。即

作用于单位质点场流体的外力瓦等于

Fø=手(V ,fP- \1 1-fP) 0 (10) 

"V，伊， \11-fP 分别代表 V伊平行于和垂直于场流体速度 R 的分量，将 (8) 式代入 (10) 式得

瓦=姜 (\1 l.fP- '\1 ,q>), (口)

其中'\1，伪E('\1饥 .e沛， '\1l.n:=ex('\1nxe)O e 是沿 R方向的单位矢量。

此外， (10) 式右边 1/2 因子的引入，是由于在整个流体模型中，包括在真空中的传输，

均把号看作是动能p 而不是母。
弄清楚外势场作用力 Fø 的特点之后，就可从内外势场得出整个作用于单位质量场流

体的力 F

r 2c2 
/,-.y .......", r ....... I • 0 2 \12cbn\11 

F=一{」一('\11-n- '\1 , m) +卜 V(一-4卫)+~门 (12)1 na' v 1- '/~ - v ""/ ,- L 飞 n4 Jv2 一百一 J -'.L' 1- J f 
其中p 上式右边方括弧内的力称之为内力，是存在于场流体内部的体张力。除内势场梯度

1 
外，还可能存在一个垂直于场流体速度的力言 F( 民.lFJJo 显然3 这个力不作功，故不能由

内势场导出。文献 [5J 已证明，在真空中(或均匀介质中)Fl. =0 0 

三、流体力学尤拉方程的类比

前一节的结果，也可由经典流体力学尤拉方程(6)导出。描写满足连续性方程的稳定流

动的可压缩流体的尤拉方程可表示为

F==-p( V. '\1) V, (13) 

式中 ρ是流体质量密度， V是流体速度， F是作用于单位体积流体的力g 流体同时满足连续

性方程

V. (ρ 民 =0 0 (14) 

另一方面3 由达朗贝尔方程得出的关系式(甸的第二式可写为'\1. (斜 .'\1L) =0， 并可再

写成

V • [ ( ~:t~ ). ( ~菩萨Oc (15) 
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n2ø~ t=I ,,.,......,. '-'. .t.t........ .... ........ ~ c\l L 这里，乎是场流体的质量密度~是场流体的速度民。(闭式的成立表明:在忽略
n 

光束在非均匀介质中的费涅尔反射损失的近似情况下，场流体满足连续性方程。把 (15) 式

与 (14) 式作类比，即可从尤拉方程得出作用于单位体积场流体的力 F

F=(唔~)[(王子). \l J(王子)，
或写成作用于单位体积单位质量密度场流体的力 F

(16) 

F=[(王子).\l J(王子)。 (17) 

由本文附录的运算得出

F寸{[孚(\l J.n- \l,n) ]十[-'1 (示在誓旦)十(手叫(击-誓旦)J} 。
(18) 

将(均式与上节(叫式作比较p 即可得出 (12) 式中待确定的力专 FJ.

'.1. = (旦 \lJ.n)(一旦.卫生)0 (19) 
飞 n3 . ~.V/\ n':J/ç2 φ。/

到此为止3 已完全确定全部作用于场流体的外力和内力。连同连续性方程 (15) 式即可

计算光束的传输。在下列几种特殊情况下，作用力 F的表达式还可以进一步简化。

1.均匀介质

当折射率"是常数，作用力 F嗣等于

2. 傍轴光束

F地『zvi」L.旦坐飞=」LviZ坠L
.......\2η4k':J. φ。 / 2n4k2 飞 φ。/。

(20) 

I JL 1 
这里3 傍轴条件是指|一一 | 土:1 ， \l L x e3土 0.. e3 是沿传输铀的单位矢量o 由 (4) 式第一

|饥 l

式可看出，对于傍轴光束47·孕。。
H 111 平"0

I 2沪、I 2 \l2 C/>O \ 2c2 
"...... 1 因此惊叫(百·节旦)《7 仅J.n)，即言 FJ. 与垂直于民的外力 fEV川

相比可略去。这样J 对于傍轴光束3 作用力 F阳等于

凡 (21) 

3. {傍旁轴先束3 挤射率梯度垂直于传输轴('1n土e句3)

在这种情况下.. 'VL x 岛生 0.. 所以 \l，l衍生0。 由此得 \lJ.n士 \ln。这样，作用力 F酬， 'l7n .1.e. 

等于

fkfezfpvn+[茹 \l(将)十(与严)(古·誓旦)J 。

又考虑到丢 \l(辛苦)=蒜苔'1(守)-(手叫(击·守)，代回上式得
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11' C
2 \l的...L C2 τ7( '12φ0\ _ C

2 r 飞7n 上 1 忖( \724>0 飞 7
3JE?-ZT VM丁亏n4fç2 飞亏了;--ñi!L丁T研fç2 V 飞亏了JJ

光束在变折射率介质光学波导中的传输和强激光束在介质中的自聚焦传输等过程均属

这种类型。

(22) 

光束在缓变折射率介质中的传输1 期

文献 [3J 已解决如何利用流体模型计算傍轴光束在真空中传输的步骤。有了上两节的

基础p 就可推广这种计算步骤到缓变非均匀介质中。从起始光束截面给定的 CÞ~JL 分布y 利

用 (4) 式第二式可得出下一个邻近截面的悦分布。然后引用作用力方程可确定下一个邻

近截面的 (\1L) 1J 及 (\1L沁分布。以此类推，即可计算整个光束传输过程。为简明起见3 只

列出 V纯上ea 情况下光束传输的计算步骤。

用 (1) 、 (2) 分别代表已知截面和待求的邻近截面3 两截面的间隔为此 Z 轴为传输轴，

饥的分布已知o 由傍轴条件得 (VL) ，叫去(VL)泸00
θθθ V2L =\1 .VL=γ (VL) 11: +τ (VL)计::. (V L) 士-一 (γL\e+τ (\1L) "，'ôa; \" ~)II: I ÔV \" ~)1J I ôi \. . ~/fl- i}a; \ . ~/Z ' . .OV 

7 CÞO' VL = (V日土豆坐十 (VL) 土豆豆旦十土豆色
φo zhhu ￠。 θy 仇

代回 (4) 式第二式得

θ供一 1 r θ θ<þ~ 1 1 r θ 以 1~一一一|树一 (VL) z;十 (VL) 二旦|一一 !φ3一 (γL)计 (VL)" 工也 1 ，ω n L 't'u ða; \. V ~ / z; I \.'.A-< / z; 加」饥 Lθy \. v J.j / 11 I \. V .LJ I " ôry J 

由此得下一截面的 φ3 分布

傍轴光束在非均匀介质中传输的计算步骤四、

由 (4) 式第二式两边各自展开成

(cþO)t2) = (仰。〉刊号)山 ÒZ o

入代式。
"

。
"似近轴傍含包

协
已

J

川
l
l
|
川
j

式

南
伊
倒

J
n
7
d
一
♂
。

=
=
\
M

一

Lf-lf-LF 
立
丘
)
丘

σ
，

一
-
l
g
4

/
叫
-
r一
亿
/
叫-
V一
肌
一
…

、
飞
，J
-

/

「

h
飞
飞

P

J

-
/

-
h
、

f
E
E

F
-
-
F

一
(
弘
一
句

一
二

一一
仪
一
仰

、ι
-
z
l
v
f

一
一

a
-
a
a
-
a

仇

(23) 

(24) 

传输单位长度， Vo 方向的变化分别为

LZ 7-L-L nv
•V =

得
仇
式
里
创
这

ω
、

(25) 

80z=ifE斗 1一二~(V笠旦、 1
θZ 饥 ôa; , 2η2p ôa; \<po l ' I 
Ô()lI 1 ôn 1 θ( V2φ。飞|
一-一一十一一-一仇倪。但 , 2nll p 句飞 φ。 JO J 

最后得出下一截面的 (VL) fIJ 和 (VL)"
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(号)向=(妥)向十 [n(等)ll) ðz 

E刊(号妥扣乡妇)(1) + [晦;丢2十古步?￡却(号守予刊刊)川凡]l(Jf1均J〉yPδ缸z，
(愣若纷轧)川)(2份仰(2)刽)=(锦3窍知轨?引弘札)川)(1ρJ工均)产十 [啤;弩?+古步F ￡都(守守止)凡J(1) 0均♂〉卢8

注意与下一截面 (σ\lL句)a;， (VL) 1I 对应的位置(匀， y)ω 己移至

a;(2) =勿(1)+ (Ba;) (1)OZ, 1 
Y(2) = Y(l) + (B t/ )(1)OZ 0 J 

这样J 利用 (23) 、 (26) 、 (27) 式建立一个计算机程序p 即可计算傍轴光束的传输过程。

4 卷

(26) 

(27) 

作为一个例子，如果起始截面的比、仇均为零(平行光束)..如要求光束保持平行传输，

月B~ ...~ ôB 
则要求 τ子和寸L 应处处为 0，而此介质的折射率分布必须满足oz OZ 

ôn 牛二~~(卫坠'=0 1 
ôa; , 2nk2 θz 飞 φ。 J ~， I 

~ ~~ 
ôn 1 ô I V2çþ。\~ I 
二一--.一…-ôryl 却tk2 ôy 飞 φ。 )-V o J 

这里， rþ。是由初始条件给出的3 将初始条件代入 (28) 式并分别解出两个微分方程3 即可得

到保证光束平行传输所要求的折射率分布。

附录

作用力公式 (17) 的运算

[(手.V)手J=呼吁去[等问i+丢[平均+去[等江Jk}
+旦旦旦~~r旦旦旦 1i 十二~ r (V I: ) 11 li + -!- r (V 1:) fl 1 k ~ 

n2 l ôy L n户 r . ôy L n2 J'" ôy- L - n2 J -- J 

+唔斗去[呼吁i+去[等斗+丢[唁江] k} 
=r(V~)x(主主t十2主j+21互 k)+旦旦旦β主t+21立 i+旦旦川

L n产\ ôx':& - , ôx θy" , ÔXÔZ -- J' '/1.4 \βIy oa; -, oy:J ., , ôy OZ -- I 

十旦旦~(立主 i..+- ô
2
L i-+-主主 z八 l

时 \θzô侣- • ôZ ôy" ' θZ2 -- JJ 

-2[旦江(旦旦旦 4十旦旦旦j十五加)
倪5\ 缸。'a; ôry ôa;'" ÔZ 加/

+ (V1:\, (~L θn; θL 加 J θL 加川
-一一"一→←一 ι十一一一一' 一一:'. k 1 n [j \θa; ôy- θy oy" βz ôy …/ 

+('7日 z (θL a.仙.: IθLθn .: I ôL θ!: k ì l 
一一一一·一一-一 ι?一一-一一，十一一一~k 11 

n卢 \θmθZ ôy θZ'" ÔZ ôz … jJ 

z去[去 (γL)2i+ ~ (VL)γ+ 去(VL)2k]

-去川〉川L.V仙
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2 r 1"""T T 1"""T , 't"'"-7 T 1 r~ I ~ T " ~， 2(VL沪
=言F[VWL)2]-1rWL-vn]VL=亏~4 [V(VL)2] ---\ ~;:) (Vn.e)e~ 

e 是沿 VL 方向的单位矢量。

将原文件〉式第一式及 (11) 式代入上式得

J [(乎乎.刁忖\7)孚引J=击[问v叫(n2+寸古守守旦斗)J-卜一去[怜←伊2 十寸去守牛r川λn什

=寸去(仰V飞叩川i川n十怦v飞υJ卢仲n

寸仰叫)+去啡守斗(恃赤号牛川《。

又因为 \7[忐(誓旦)J寸啡守)忖守)(一合刊)

斗去v(去誓旦)一恪守机nJ一赤(号子)\7-Ln, 

代回上式得 [(手 -V)手J= ~川川川)十卡(击号子)

+(录吉普牛.Lno
代回正文 (17) 式，即得 (18) 式。
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In 也his paper,we have derived a equation of ligh也 beam propagaιion in a gradually 
spa tial-varied refrao古ive index meduim based on 也he hydrodynamio 皿odel.




