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提要

土文 ~I、描写光束传输的需体模型中建立了内能楞，立[1]。证明，对于任何-个芒真空中稳在传咕的旁

黠光束，光束截面的内能与截面的位置无关，即在传输过程白，内能是-个不变量。

在文献口J 2J 描述的稳态光束传输的流体模型中，建立了内能概念，其定义为

Eo=E [J ~古j-(怦\lcþo咐φ如如0ρ川)
右边第-项为内禀能量山叫，第二项为相对惯心内动能， 1>。和 L 分别代表光束 φ=币。e<kL 的振

幅和准程函，披矢 k=2~/λ， c 是光速， Vc;是积分域内场流体惯性中心的(能)速度W o E 是

积分域内先束的能量。 φ3 满足归一化条件: fφ~dτ=10 阳取的积分域p 须满足:

j叫~dτ= O~ (2) 

对于傍轴光束〈指 I 'VL l 占 1 ， VL 与光轴的夹角是小量)，垂直于光束轴线的横截面的

内能 Eo 可写成

Eo= J卡\lcþo)且也+f cþg(V L) idso (3) 

这里， (\1日 2 代表 \JL 在横截面上的分量。为计算方便，已取截面光束能量 E=lJ 且

iφ:也= 10 (4) 

可以证明，对于任意傍轴光束，沿整个横截面取积分，均满足 (2)式的条件。

本文将证明:在真空中传播的任一傍轴光束y 在光轴任何位置上的光束横截面的内能都

具有相同的数值，即傍轴光束截面的内能在稳态传输过程中是一个不变量。本文还例举几

点实际应用。

一、一维厄米高斯光束横截面的内能

沿 z 阶轴传输的一个情阶一维厄米高斯光束可表示为2

r/>m =rþ伽ékL圃，

其中， Lm=叫去)+(士)[叫去)Jtg-l (号子)~如αmGH刑，
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1 言 1 号L
am 为归一化系数 a:.=-一一 /~J.G 为高斯因rG=一-=e σ 为光束半径 σ=一一×

mTYZ!2川、 π~ /..., ,-... ~Y I r:--:t ~ ，，'σkσ0 

0σt+主巾。是光腰半径， R 为波面半径 R= 俨σf 十 4:::3 厄米多项式 Hm=Hm(-.j 2 a-) 
4z 飞 σ/

现选取 Z==== 古的-个横截面来计算内能口 这里考虑的是满足傍轴条件的厄米高斯光束。

傍轴条件可表示为:

σ。‘、句
1 '''' .. 

,\1 m 卡 2

在这种条件下， (ôLm/θ习和南品om/ 8:) 均属高级小量:气可略去。这样，

(V' Lm) J. =丢y

、
-
p
d
F

AO 
/
4
1、、

(7) 

θHm. 2..../τ刑 TT
亏了= σ n rn-

在满足傍轴条件下:
/ ~J.、 9 r' '..l U ;.r.'1 寸'

(\1如)气立法) =叫三fGdm去J I 

(7) 、 (8) 、 (9) 式代回 (3) 式y 并引用厄米多项式的递推公式，得到

~: =(-吝)G o (8) 

(9) 

j去叫o)2d~= f::去(，VCÞOmyJ伽=伽十1)击， (10) 

φ~(v L) 'iß~= f:: CÞ~m( Ô:~m r d叫2刑十 1) 合't'vm\θz (11) 

注意到内禀能量和内部功能项内均含变数'"，即与横戳面位置的选挣有关。但是3 由 (5) 式

得z

1 ， σ.!a 1 
kflcr~王军F- ~O"ÕO (12) 

由此得p 内能

、 I 1σ2 、 1
E;',m) = (2刑十 1) ~百F+ 4~2}= (2刑十 1) 商。 (13)

可见y 虽然当初选取了 z=z 的横截面来计算内能，但得到的结果只含参数悦J k， σ。不包含

变数=。说明任意选择光束横截面的位置，得到的内能值都是一样的。所以2 内能是一个不

奕量口

-~、 两个厄米高斯光束叠加后的内能

用 (þ 代表响阶相优阶两个)维厄米高斯光束的线性叠加， ep: 
(Þ =Cm仇+句φ11，

这里Jm ， n 以及线性叠加系数 Cm， C" 都是任意选取的c

中m 中omtikLmp 中1l非问e;)CL"。

(14) 

(15) 

ø 也可写成:

φ=øoe仕L =çþR 十 4φl) (16) 

,... 
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其中
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øR=CmφomooskLm十臼φ阳∞skL酌 l

ø1=Cmφ伽咀丑 kLm+c,.lþo. sin kL,., J 

øg=略+筒 L=土培-1( 豆叶
k \ ØR ! 

满足傍轴条件下，由 (16) ， (18) 式得:

1 rf 姐节(ôW1 \Sl lP CíJφ。)SI+Øg('vL)l =τl( ~) +(一川Jc3 L\ ÔØ /\ ð;r; ! J 

将(17)式代回 (19)式得:
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(17) 

(18) 

(19) 

告(顶的时(VL)ï ={ ~~ [叫主给r +c; (生扩]+丢(CMJci此)}
十A1十A2+A3 十At， (20) 

其中

A1 =主孚(等~ì(与2!!... )cos[k(Lm-L,.)], 1 
k- 飞 OX I 飞 0;1; / 

AlI =立省主中伽问叫k(Lm -Lft)J , 
一 r (21) 
2CmC!lX .L I ðcþ 飞|

Aa= 一一→如(一旦一)血[k(Lm- L，，)]， I kR γ\ ôx ;---....- , -m ~，..， I 

A4=生岳王(坐旦}cþo，.血 [k(L，. -L，.刀。 J
kR 飞加/

这里p 分两种情况讨论:

(1)η手m土 2。利用厄米高斯光束的正交性质以及厄米多项式的递推公式，可以得到

(见附录 1)

f:: (A 1 十A2 十A3十A4)dx=Oþ
这样，从(20)式可得到叠加后光束截面的内能 E俨'的

E&""n" 一 f+=~c2.1 ~(θ币。m \ll ---L..f..2 泸 l +c~ r ~(。中阳、BLA2 d11 
一 J -Ç>O 1 川 Lp 飞丁x) "T'Pum R2 J --'L'n L k:l 飞习了) ---''+'On R 'J J f 

=Cd扭i
而-σS

(22) 

从(σ23剖〉式可知当 n丐#-7悯7凡z土 2，叠加后光束截面的内能等于叠加前两元束戳面内能之和3 均不含

变数民说明叠加后的内能 E&m.nl 也是不变量。

(2) n=响士 2:) 此时， φ 可统一表示为z

ø=Cmφ111 +Cm-2c!>m- lI o 

与 (22)式一样，可以证明了在这种情况下

j:: (A1+A2+Â3十A4) dx= 2CmCm-2、/饥(m-l) 1.一-
σ6 

这样，内能

Eò",.m-21 = E5m) 十E俨川山-2...)叫-04T
品， υ 。

= [c;(2时1) +c~_2(2m-3) +2.川

(24) 

(25) 

(26) 
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注意到在这种情况下F 内能仍不含变数 Z， 故也是不变量g

按照完全类似的推导，对于一个由 N 个一维厄米高斯光束叠加而成的光束3 它的截面

内能 Eo 等于:
AVa 

m pv 
唱
A
唱
唱J
l
a
ι
v

-
r『
/
-
-
-

一


e 
(27) 

ι←叫=斗[翠c~ω1 1 

"σ。

线性叠加系数 c 的脚标为负时，取 0 值。上式右边第一项代表各阶厄米高斯光束内能

的线性和y 第二项代表各阶光束之间的偶合(干涉)所引起的内能的增加。

注意到整个内能表式均不含变数 Zo 即任意 N 个厄米高斯光束相叠加2 它的截丽内能

同样是不变量。而由于厄米高斯光束的正交、完备性，任一傍轴光束均可展开为厄米高斯光

束的线性和，从而断定:任意→个在真空中稳态传输的一维傍轴光束，在光轴任何位置的光

束横截面的内能都是一样的，即内能在传输过程中是一个不变量3

以上结果很容易推广到两维傍轴光束。它的内部能量 E。可表示为z

岳王军川'十1)+军队-2 .Jωω响d叫F
1 1 +1 ~ c~王(伺2刑+1均)十 ~2街CmCm-2电....;悯(刑 -1) I一一一2'σ29盯>L r~o ""'m\~" 1f I .......J I I~O ~vmVm- ;.:a'-'V I~ "， \rlf; ......J J-k.9~ 

其中 ， Cm'J σL 分别代表另一维(含变数 y)的光腰半径和线性组合系数。显然3 它也是不变量。

此外J 附录还列出了轴对称拉盖尔高斯光束截面内能是不变量的证明。

三、傍轴光束截面内能不变量的几点应用

证明了房轴Jt束截面的内能是一个不变量之后，就可用这个结论分析和描写光束传输

的某些持性，今举几例如下:

(1) 傍轴光束惯性中心的(能)速度是→个不变量

一个傍轴光束的横画面，它的惯性中心∞显然落在截面平面内3 这时惯性中心的(能)速

度 Vc 等于山

Vo=.，il-Eoc~ (30) 
Eo 是光束截面的内能J Vo 的方向平行于光轴口当这个截面的各部分以速度 cVL 沿着衍射

光线运动。由于 'VL 是空间坐标 (x， y, z)的函数p 因此，经过时间 t 之后的等时间曲面就不

再是平面。但按傍轴条件} (θL， ð~) J (éYÞo/ðz) 均为高级小量3 在忽略这些小量的前提下3 等

时间曲面的内能应等于穿过曲面的横截面的内能。所以，向前运动的等时间曲面每时刻的

内能均应保持恒恒。也就是说，这个运动曲面的惯性中心以恒速 ..J I-Eo c 沿光轴方向运
动。

(2) 由傍轴光束的初始条件确定光束的远场发散度

给出-个有限宽度的傍轴光束截面的振幅分布和位相分布之后，按以往的方法，需要引

用衍射积分才能算出光束的远场友散度。(ê.按照文献 [4J 定义的光束发散度 8 等于远场J't

柬截面的横向能量，即
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叫，科缸'γ出口 (31) 

当tφ协=1， γ 是远场光束波矢与光袖之间的夹角， s 表示远场截面o 同时考虑到有限宽
度的光束在远场的内禀能量恒等于零。 因此，按照 (3) 式F 在远场的光束截面的内能即等于发

散度 δ3 而内能又是一个不变量，所以只要求出光束初始截面的内能，就是光束的远场发散

度(j，这比用衍射积分计算简便得多。

(3) 光束焦平面的规定

强激光束在介质传输过程中，由于存在自聚焦效应s 傍轴强光束的振幅及位相均受到

无规的调制。这类光束的焦平面，至今缺少-个清晰的定义。若从内能的观点来考察， 当这

类光束处于收敛传输过程中，内能保持不变，但光束截面的内部功能不断转化为内禀能量，

当内禀能量达到极大值之后，光束则开始向前发散传输p 这时内能仍保持不变3 但内禀能量

开始反过来转化为内部动能。因此，这类傍轴光束焦平面的一个合理定义应该是:在焦平面

上，光束的内票能量取极大值。

其中

从以上三例可看出，傍轴光束截面的内能是一个不变量的论断是有实际意义的。

附录

计算轴对称的拉盖尔高斯光束截面的内能D 一个 ω-r2阶拉盖尔高斯光束的场可表示为:

4Jmπ = r.þOmr， e ik ' J71 "， 

￠…α川，二引导)7L:(善) …。，

..=z+ ~.二:-+土 ( 111+2川 1) tg- 1 ( 立马
2R . k 飞/

归-化系数 a_. ~ =, / 41/ 1 
'''"\l π (m+ n) ! 

Lr;: 为结合拉盖尔多项式。

则有

用新变量 U1-\:换圆柱坐标变数 T， 令:

'‘ 

。 r2
11=---. 

σ 
:.! ;1 

ÍJOmn = u:n e -~U2 L;;' ('1.) cos m(J。
σ 

在计算内禀能量及内部动能时用到以下一些关系式J

(叫a叫)叫J~川r俨叫u飞v叫叫μ俨川m吃叼L可P川

仙刷) f'" c∞05ω ae=J:r口2忱例0创df)仨=π叽3 

ω 去 L':(u) =一L，:-V ，
(d) uL:;'= (m+2'I+l)L:;' - (n + l)L:;'+l- (m 十 n) L:'-h 

(的 L，:= L';:-l +L:'_-11 + … +Lr13 

(f) J~ u)e-U L阿

(A.-l) 

(A.-2) 

(A-3) 
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但)主 C:k) =(n工7 1) 。
利用这些关系式计算内禀能量

If击队mn)2ds= JJ引(守~r +(手夺~rJdS

计算内部动肯E

=击J:ñ J~[8u(与!!..Y +号(等!!..)2Jduae
2a:." (回r1 嘈
k:J苦叫。 Li e-'~u"，+l (L;;') :I十 76-lbum-1(LP)2+81川 (Lr;!l) 2 

-pv 
=iz? 如! 同(刑十2n+1)旦与ι+旦旦二~-!!!.旦旦~l

k!)σ ;J r;t' ~m 十月) ~ L 生 n~ 
. 

2 n! 2 Il; J 
2 (m 十2川一L 1\ 

k~':JJ 

J 
?t4(T24 2r 画刊j ι厅川元户，11 + 一)2-M=i12j e U (LP)气。仇川，t d() 
川 ''''''\RJ T 

~-_. 8R2 .I 'J j!) 

3 眷

(A-4) 

(m+川 σ2
--一 ~[Jr(刑十2，1 十 1) ]一一一一一一 (m+21l 十 1) 0 (A-5) 

8R3 π (m 十 'l)! L.,--' 11! 2R2 

(A-4) , (A-5) 两式相加得出内能

E'jM"l =2 (m +21l十 1)( ';_0 + ~~.) )=~ (m十 2'1 +1)3(A」}
飞/，:'Jσ1

. 4R2 J k~σ￥ 

结果只合参数 m， 月， kp 町，不含 z。所以两堪的拉盖尔吉哥斯光束截面的内能也是不变量a
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On the invariable property of internal energy of 

paraxial beam cross-section 
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Abstract 

A physical conoep七四lled internal e丑。rgy haγe been s的 up from the hydrodynamio 

四odel describíng tbe li在ht beam transmission [1]. In this paper authors expect to 

demonstrate that for any stable paraxialligh也 beam transmi时ing in vacuUlll, the internal 

energy of 力he lìgbt beam is no名 clependent on the position of the béam oross"seotion. In 

other "'ords, in 力he cause of transmitti吨，力he internal energy is a constant. 




