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提要

本文介绍利用本E函数展开处理圆柱面光栅电磁理论的边值[可题。采用迭代洁可窑易地获得向理

酌解。

波动光学的严格数学表式一一基尔霍夫 (Kirchhoff) 定理适用于被(标量)的衍射问题，

该理论可有效地处理大多数光学仪器问题p 因为在光学仪器中多数属于衍射障碍物的尺寸

比光波波长大得多的问题p 这时基尔霍夫的边界条件是较好的近似3 但在其官情况p 如障碍

物附近的场y 理论与实验的偏离就明显了[飞实际上，基尔霍夫理论的解并不能在障碍物处

重现所假定的边界条件J 亦即这种理论是不自治的p 此外p 作为标量理论p 当然亦无法完

全确定电磁场的分布。电磁场的完全确定，不仅需要场矢的大小，还必需知道场矢的方向

(偏振)。

要完全确定光在传播过程中电磁场的分布3 必须采用电磁理论。 它是目前解释一切与

光传播有关问题的严格理论o Petit 对平面光栅电磁理论处理己作介绍气在文献 [3J 中 J 我

们介绍了圆柱面衍射光栅作为电磁理论边值问题的一种处理方法，本文将介绍另一种处理

方法J 它不用数值积分p 而是采用迭代法获得问题的解口它是光栅型的激光加速、自由电子

激光场结构以及光波导搞合机构等问题进行计算机设计计算的一种有效方法。

对于介质常数为实数p 且与时间无关的情况2 麦克斯韦方程具有如下形式

vxE= -ôB/c éJt , B=μH; íl xH=ôÐ/c ôt, D=sE口

考虑 TM 披2 在柱座标 (rJ 伊， z) 中 p 省去时间因子 e-mty 则此时场的各分量的关系式为

ôEr 月 R
亏了一亏fz4kμE向

1 d 
一--':- r H~ = - iks E., 
r a俨'

iEe=4h EFJ 
oz 

(1) 

场的其它分量 Er=E伊=Hz=O， 式中 k=ωjc 为波数J 其中 ω为光波角频率.J c 为真空光

速。在方程组 (1) 消去 Er 得(假定 μ=1)

去 Ez=[去 k-1s-1 去-kJ iH伊3 1 Ô 
7言7 俨 (iHrp) =ksEzo (2) 

考虑矩形槽圆柱面光栅y 其结构示意国(绕 z 轴旋转 360
0

)如国 1 所示。假定入射区，光栅
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区和图透射区的 μ=1，而入射区和透射区的介电常数 s(t) = e(O) =1，光栅区介电常数 ε 满

足下列关系
~ 

|缸， -4fL〈Z〈去fL，
B (r， 均=~

l80，专 fL<z<亏fL，

s(俨， z 十 L)= ε 仆， z) 即光栅周期为 L， 对 ε(俨J z)进行傅里

叶展开

ε (r， =) =立 (ε) nf?剖，z/L， ε-1 仆J z) = ~(ε-1)J 

展开系数为

r f(ε1- 80丁 +80，饥=0， ~ 
(ê) ,. = ~ ~ ,- ~， . ~' I 

lεl- êO)sÍll (nπ j)/ 阳古 n芋 0， I 
~，~ ~ , , J / , , '_' ~ (3) 
r (ε。 -e~)fsosl+1/êOJ n=O, I 

(ε一川= ~ , - , I 
l 一 (ε)" "S081, n手 00 J 

同样P 对各区域的电磁场分量亦作傅里叶展开

Ee= ~ Z""exp(ik:""z) = ~ Z"， exp(时m kz) , 
、
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iHtp=~ φ1ft exp (ik;:m 吉) = ~ Ø"， exp(iσ"， kz) 1 

z 

L t'的 -1

, o 

--}fL 
透射区

-(l--}f)L 
光帽区

图 1 柱面光栅芫向示意型

〈绕 r 转 3òQO)

Fig. 1 Schematic diagram of 

the cylindrical grating srructure 

(the grating and the incident 

beam revolvin;' together arOUU :l 

the .z-axis) 

仰Z
其中 σm 二 kzm/k=由10+-P=L/λ， 0 为入射角。

P' 

将方程组(町、 (4) 式代入方程组 (2)式，可把光栅区 Ro~ '1' ':;:;;;R1 的偏微分方程变为傅堕

叶系数的常微分方程组口选取单位使波敖 k=l ， 则对于某一分泼的常微分方程组为

1 d 
一Zm=~ [aσ阳川(ε8吐-1)η)μ嗣…一斗斗naσh惆一 8ωm酬"丁陌4岳l>"酌9 一一一 T呻E岳l>m=~ (臼ε)μm…→

俨 d俨

令 5'"，'1=一 σm(ε-1〉 m-nσ.+ 缸'I J T ,"'1= (ε)m一 .J Z= (Z.) ， 面=(岳阳)，则光栅区的矩阵形式

常微分方程组表述如下:

1 d 一"-Z二 -s函， 一一~ r ;þ= TZo (6) dr -r dr ,-

由于 ε 为实数p 因此 8=8+ ， T= T+ (此处 S飞 T+ 分别为 S， T 的共辄矩阵)J 即 S， T 为

厄米矩阵F 故有

1 d 一'-Z'宁= -q)+S+=-ø十S 一一一俨面+=Z+ T+=Z+To dr - - -, r dr (7) 

能流守恒关系

1 d ; dr r(面+z-z+a;) =Z+T+Z+面+sø- (lj+S+φ -Z+TZ=O， (8) 

^ 10 -8 I 
由于矩形槽光栅 ε 与 r 无关，因此矩阵玩 T亦与伊无关。令算符 M= j T 0 1 ，则

算符且的本征方程为
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~ I-ST 0 I 
或- Sq;(E).: i卢e)z(飞 Tz(e) = i ß(f)tp(飞由于 Jí12 = I ~ ~C"f l ，因此有

I 0 -T81 
-TS矿。 = [iß<el]2伊的 -8 Tz(e) = [i β((')] 2Z((') 0 (10) 

这表明白β{叮 2 为 -ST和一 TS 的本征值，旷飞 z<矿}分别为一 TS， -ST的本征矢。由于

-ST= (- TS) +，因此 [i βωJ2为实数。设 [i β((')] 2 为正实数时， βω 为正虚数，记为

4Fe}HE[4β的J2 为负实数时J ß(e) 为正实数，记为 ß(~)' 。

利用本征方程 (10)式可解方程 (e) 式p 作分离变数，令

z= ~ Z(tl) (r)z(畔 (þ= ~ø(e)(俨)旷飞

代入方程 (6) 得

d . ~(ð'-><(G' / , 1 d 
LFe}(T〉可ß<e)rþ<8) (吵， 一←1'ø叫俨) =i βωzω) (俨) :) (11) 

俨 d俨

其解为

Z(e) (忖 =tHb17(β叫)或县 H&2) (β叫
r (12) 

俨(←一去 H?)(ß(e，r) 或一古 Hi2) (β叽 j

其中 H&l)) Hò2) 和 H~飞 H~2) 分别为一类，二类的零阶和一阶汉克尔 (Hankel) 函数盯用侍

应系致迭加得光栅区 (Ro~r，Rl) 的通解为

z=~ 去川H&2俨~)(βß(e俨灿川"ω~叫e份e)".川)".) z(e俨忖巾训)汩川川z纠俨(e)问十G吁;♂俨扪附盯叮哺〉气(俏阶β
~ (13) 

φz兰专[回F(e咀i2J (恬β{何ω川e创6)".训俨忖)伊旷(川e

式中 F(飞 G研(ø) 为待定系致口

光栅区之外， S、 T均为对角矩阵。对于透射区 O<r~Ro， 考虑俨 =0 处场有限p 其解

可表示为

Z lOl= (Z~"') ， z~n;=C，. Jo(向俨); Ø(O) = (Ø~))) ， φ~)) = S (O)OnJl(α，. r) /α酌 (14) 
式中 αε(0) -o-~ ,= 1 一 σn ， C愧为待定系数3

对于入射区3 考虑场在俨→ oc 为零F 其解具有如下形式

1 、Z44> =(ZY)p zrz一问。~HbZ)(勾.r)+B饨 Hbl) 仙11 r)] , I 2 L-nv --v --u ，.~，.. / ' -n--u '.'ß "./..J J 

~ (15) 
俨=酌，时=ifLMoHFW)+BEM]y!

2匀\..- .. 'V --v--~ • -,,------ ,-,,,. .1....] J 

其中 ηε例 -CT~=l-CT~， A。为由入射条件决定之常数} Bn 为待定系数白

利用电磁场在边解处 r=Ro 和俨=R1 连续，可得透射区系数 On，则由 (14) 式即可确定

衍射区电磁场分布口

在俨二 Ro 处的边界条件为

(川 1 r- ~ ~\ ..........,.0).... / ,-,,1.\ ........, " "-"'1' 0 '1 T""T /1 "1 / _i... "I "'r'II. ,..., ILJ' 卫生 [H[;2) (a" Ro) + H.\l ，'忧，. Ro)J = ~一 [F~O Hò2J (β(e) Ro) + G~e) H~)l) 饵(，) Ro) ] z~e)} I 2 L.-- Il -----v \.,- --V/ I -n -.-..v \r- -..v/ .J ....n' 

(阳e) ↑ (16)
兰告云[问H町盯if川2
在俨 =R凡丰灶的边界条件为

-!... 
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§ [防oM4讪μ(JH矶盯bF2)咐(仇η兔J剧R

= 釜专(F，尺F~e)H矶盯ig俨2匀咱)气(伊βß<ωeω〉咀呜Rl斗)+G~e俨付咀)H~l俨附υ川喻)气(侬βß<ωeω}咀R凡沁1ρ圳〉

言去云 [O.oÂ沁ω讪ω.oÂoH肝肘f俨>(峭加呐呐R凡1) + B.H~l) (r;.Rl)] 

(17) 

=釜去 [F~e)Hi2 ) (β(的R1) +G~e)H~咱{的几)J 饨的。

由于 ε(0) = 8(t) = 1， σft= 面nB十n/P， 当面丑。很小时(即接近垂直入射时)， α0， ?'}o接近

于 L 随着 fn : 增大，向， 'T)ft 相应减小，但仍保持实数p 此时分别记为吨，咱a 当 InJ 继续增

大p 鸟， r;，. 继续减小，即转为正虚数2 以阳;2 44 表示之。 约定 zr 为实数，并取归-化条件为

g何}+Tte)=32 2rzrTmn= l β〈叫。 (18)

由方程 (10) 可知，当 β{的为正实数 β(e)' 时p 相应有 <p;2 = - i ~ T .. u, Z~e) / ß(')' 为虚数，记为

4伊ZJ"; 当 β〈份为正虚数 tβ(e)" 时p 伊Z〕 =-22TmgF)/β(e)" 为实数，记为 tpC:Z)'。因此例;J 有虚

部和实部，具体依 β(的而定2 令 B，. =B~十iB:， a，， =C~+ iO:， F~e)=F~e)'+iF~~) " 和 G~f)=

G~(')' + iG~e)飞把代数方程组(16) 、 (17)实部和虚部分开求解得 O~ ， a! ， 代入 (14) 、 (4) 式得

透射区电磁场

E= = ~J。但I\~) {[O~ 009 (σ，.z) -o~ sin (σ"z) ]十 i[C~ sin (σ"z) +G~ωs(σω]} ， 

Eι 芋云 J1巾(aαw佣J俨忖圳)川{[肌CαL 血 (何σd

E扎9'=~士 J1 (圳{[肌CαiA血 (ω+ω川一→4肌ω何(anz)饨dZ吵)-0α:h陆s血毗叫h阳(何σ"ωωZ吵训)门1η}o

令 E~ = E': +iE~ ， Er=E~十iE~ 和 E伊 =H~+iH~， 把方程组 (19) 实部和虚部分开，求得场

分量的实部和虚部，即得透射区真正电磁场

Ez= I 、!E?十E1"2 cos [wt - tg→ (E~ ' E~汀， 1 
Er= ; 、/E二十E;J :! sin[ωE-tg-1 (E;E;.)1 ， ? (20) 

H申z i ~/E2十B~~
I sin[ωt-tg-l(H~/H~)L J 

对于 TE 波，仅需将上述诸方程中 ε 和一μ" E 和 H 的对应分量等互换，即得相应方
程口

为了产生 TM 波，入射单色光的磁场应沿光栅槽向;若要产生 TE 波，则入射光电场应

沿光栅槽向。实际光栅还具有一定厚度的基底，属介质常数的均匀区，可以直接进行解析

求解O
在进行计算机计算时，上述求和限不可能对土∞求和，而截止于士No N 值的确定由

问题收敛的快慢等因素决定。我们利用这种处理方法对调相聚焦激光加速器的调相聚焦场

结梅的某些参数进行在机计算p 获得与文献 [2J 一致的结果口

本工作是在彭桓武教授指导下进行的。计算工作由沈天骥副研究员完成，在此向他们

表示衷心感谢。
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Boundary value problema for electromaguetic 

出eory of cylindrical grating 

ZH飞JANG J nr..JlA 

(1J18tit盼旷 High Energy P均创C$. Åcademia S川阳， Beif叼)

(Receíved 12 D配embel' 1981) 

Abstract 

3 卷

In this paper we describe 古he eigen-funotion expansion for 也he bonndary value 

problems of electrom喀E的ic th四ry of cy lindrical gra古ing. 1也Í."ì ca.sy 切 solve 也hem by 

m凶ns of the interactionωmputing me也hoà.
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