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自由电子激光放大器的小信号理论

尹元昭
(中国科学院电子所〉

提要

本立根据单粒子模型阐述了自由电子激光放大器的工作原理，通过将电子运动方程缉性化导出了小

信号增益。结果表明，当电子束有合适的初速分布，周期静磁场和入射电磁被有确定的相位关系，并且满

足电子与设的同步条件和电子回旋谐振条件时，电子能持续地和最有效地将能量交给人射电磁枝，从而实

现激光放大.

一引 士
一
同1976 年美国斯坦福大学 Elias 等人第→次公布了自由电子激光放大器的实验结果p 成

功地证实了通过周期静磁场的相对论电子束能放大与电子束同向传播的 CO~ 激光[lJ。在此

前后p 一些作者曾相继发表了许多理论工作来阐明自由电子激光放大的原理L2430

本文试图从经典理论出发，给自由电子激光放大器的工作原理提供一个清晰的物理图

象a 由于自由电子激光放大器所用的电子束的电流密度相当低，所以可略去电子之间的相

互作用2 而不用单粒子模型来描述宫。又因为入射电磁波的截面比电于束截面大得多3 实

验器件中横向变化的特征尺度也比电子束直径大得多F 所以可近似地将周期静磁场与入射

电磁波看作平面波，而与横向坐标无关，即作一维问题来处理。同时还假设入射电磁波对

在静磁场中运动的电子仅起一种激扰作用，从而可将电子的运动方程进行线性化3 简化求解

过程并能得到解析解p 以便清楚地说明这类自由电子激光器实现放大的必要条件和增大小

信号增益的途径。结果表明 F 如果周期静磁场与入射的电磁波有确定的相位关系3 入射电

子束有合适的初始速度，并且满足同步与谐振条件3 则电子能最有效地将能量交给入射电磁

波p 从而实现激光放大。

一、 电子运动方程的求解

首先考虑电子在轴向均匀静磁场和横向周期静磁场中的运动(如图 1 所示〉。这里仅讨

论一维问题。横向静磁场是右旋圆极化的。整个静磁场可表示如下:

Bo=B.t[∞s(koz+φ。)i+sin (koz+φ。)i丁十Byk，

相应的电子运动方程为

(1) 

dVn ♂ n 
俨。=一~=一-=- V o x .uo, dt c -"←〓 (2) 
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其中刑是电子静止质量~ e 是电子电荷值， c 是真空中光速~ ko 是横向周期静磁场的波数2如

是它的初位相~ BJ.和 BH 分别是横向和轴向磁

场强度~ Vo 是电子在静磁场中运动的速度F 因
为磁场不对电于做功y 所以电子的归一化能量

'1"0= (l-vÕ/的一1/2 是常量~ i , j 和 k 是直角坐

标的三个单位矢量口

将 (1) 式代入 (2) 式解得

Z 

y 

图 1 自由电子激光放大器示意图

其中

t白=Fωs(koZ+ 估。)，

-Voll =F sj丑 (kùz 卜 φ。)， (3) 
Fig. 1 Schemati cdiagram of free electron 

laser amplifier 

F=~~QJ. 
Q 11 - r okov! ' 

。坐ι
mc 

Q I =eBHS 
仰w

(4) 

(3) 和 (4) 式分别是电子在横向和轴向静磁场中的非相对论回旋频率2 旬，是电子的初始轴向

速度。进一步解 (3)式3 得到电子运动轨迹的方程

(5) z = V I t, F x=一主- sin(kov~t+如) 俨一一一ω(k川叶。)，kov 11 --- V-"- H - • , V/ , J kov n 

可见电子在静磁场中作右手螺旋运动，并且满足回旋谐振条件

。， -rokovn =0, 

即在电子静止坐标中 p 电于在轴向静磁场中的回旋频率此等于从横向周期静磁场按劳伦兹

变换而来的入射电磁波的频率俨okov lI 时，发生回旋谐振。

现在没有一个右旋圆极化平面电磁波

E=Eooos(ω -kz+cþ)i十 Eosin(wt- kz+φ)j 

B=" -Eosin(ωt-kz+cþ)i+Eo∞s(ωt-kz+中)j
(7) 

与电子束同向入射到静磁场区域(如图 1) ， 其极化旋转方向与电子在静磁场中回旋的方向

相同。其中 EOJ k， ω 和￠分别是入射波的振幅，波数p 频率及初位相。

于是3 电子运动的方程为

r 马车=一二rE十二 vx (Bo十B)-jL(u-E)]，
αZ 竹~L C c- .J 

(8) 

这是电子运动速度 e的非线性方程p 一般不能得到解析解。但是在小信号近似下p 可以将它

线性化以得到解析解。令
V=Vo十 U， (9) 

其中 vo 是电子在静磁场中的运动速度， u 是因入射电磁波引起的速度扰动~ vo>>uo o 将 (9)

式代入 (8) 式p 利用 (2) 式并仅保留一级小量3 得到

扩。坦=-~rE十l. ux Bo十ieod一斗c仙.E)l ，
- f1 t m L C C c- --' 

(10) 

这里我们还用了近似关系俨c::::::. rO o

到

将 (10) 式写成分量形式并代入(1) 式， (3)式和 (7) 式，得
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。豆豆巳= -.Q IIUtl+ ，Q~Uzsin (koz十φ。)十一旦2" F 2 Eo cos (koz+ ifJo) cos (ωt-kz-koz+φ。十φ) ，dt -- lI"/I牛 'fnu

俨。生ι=Û I UZ-Q~uz ω(koz吵。)十二百 F2Eo sin (koZ十如)ω(ωt-kz-koZ吵。十φ) ，
dt η1，0 

02丘=': "':"'Q~u:t sin(koz+ c/>o) +Q~ullcos(koz+φ。)。
dt 

引入新变量

、
、
，
/

··L 
咽E
』

，
『
飞

~=U:t ∞s(koz十φ。)十 UjJ sin (koz +φ。) ， η =Ux sin(koz+φ。) -UII ωs(koz 十c/>o) 0 (12) 

经过运算后，从 (11) 式得到

豆豆=旦旦Lη 十豆豆立 ωs(ωt-kz-koz十白十斜，
出 ~oJr '/ ' ~c2rO 

dr7 DJ.'l) 11 ζ ...L Dl. 
dt 一 roF !:> I r了时，

du~ D , 

dt 一?了 η。

将 (13) 式的第二式对 t 微商，然后将(13) 式的第一和第三式代入，得到

d2
'TJ , I m V~ 、 Q~ 、。阳 eFE

丁是十(寸苛十一半 )η十」「一寸.!L cos(wt-kz-koz吵。叶) =0, 
at \ rõ [l 旷吕/ . rÕ 'rnc 

从而解得

其中
η=G∞s(ωt-kz-koz+φ。 +c!>)，

G= QJ. v 1[6F Eo/rõ饥c2

[ω -v 11 (k+ko)J2一 CDïv~/咔F2十Djj咔)。

于是从 (13) 式求得

I D J. v u C1 I eF2EO 、 sin(ωt-kz-koz十φ。十φ←(~主!-G十一一一)
飞句F """ ~crl) J ω→似lI (k十 ko)

最后回到原来的变量p 我们得到电子运动速度扰动的分量表达式

且且)COs(φ( φφ) 
Z 飞 ~oF '"'" 'nW2俨。 ω一叫 Ck+ko)

+Gsin(koz 十c/>o) COS(ωC → kz→ koz十φ。十恰) J 

U 一( DJ 'I) n 口...L eF2EO 、 sin (koz 十ifJo) sin (ωt-kz-koz十快。十φ
「飞?严.，--- '-" 丁石歹T;J ω -v. (k+ko) 

十G sin(koz十φ。)cω(ωt-kz-koz+φ。十 φ) ，

,QJ. O sin(ωt-kz-koz十估。十￠
一

--、
小信号增益

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

在解出电子运动方程求得电子运动速度扰动后，我们可进一步求得自由电子激光放大

器的小信号增益。

在电场作用下，电子的能量变化率为

饥咯=一伽E= -6[(时的)Ex十 (v川y)ElIJ. 、
飞
，J

OU 
唱
，
犀
牛

/
，
‘
、
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将 (3) 式和 (18)式代入 (19) 式，得到

mc23LZ-emoω(ωt-kz一如白十4>)+(轩ιG十 eF咽。)
飞 ro.f1 m(rro / 

Eo回丑 (ωt-kz-koz+φ。+φ) ，.^~ ( 
cos(ωt - kz - koz + 4>0十φ)

ω -VI (k十 ko) 飞

423 

十GEosin(ωt-kz-koz 十￠。十4>)ωs(ωt ← kz← koz+φ。+φ)0 (2的

一般说来，上式对电磁波的一个周期平均等于零，如白与φ无规则变化p 则电子的能量变化

率对非。和φ 平均也等于零p 即电子与入射电磁波之间平均地无能量交换。但是，如果选取

rpo=φ 二 0，而且电子与入射电磁波之间满足同步条件，即

ω-Vjj (k十 ko) = 0, 
并利用公式 lim sinx/ x = 1 和 (16) 式，则 (20) 式变为

mc23卜 -e[FEo+lJ|/FB 书号子J ，
可见电子将能量不断地交给电磁场。

(21) 

(22) 

设静磁场区域长 LJ 则电子经过这个相互作用的放大区域的时间可近似地等于 LjC，

于是小信号增益 g 为
I rT.Jf! ^ 1JI2 
d 户'‘ ?nG斗dt / 之三~Ig=JJo '''~{j '/ u.~ / 4πL__ 2'lCe~FiL 

L 一 (1忖~， /F勺 më'ro J 

(23) 

这里我们已略去另一项较小的值。显然在满足谐振条件(6) 时，小信号增益 g 可达到非常大

的值。

四、结论

首先F 我们从 (23)式看到小信号增益 F 与腔长 L 成正比p 这是与普通激光器不同的特

点，也是用实验来验证我们理论正确性的简单途径。

其次，从粒子与波同步条件 (21)式可得

句= (1十 ko/k)v 11 = (1+λ/~)川 (24)

其中句是电磁波相速， λ 与~分别是电磁波和周期静磁场的波长。由此可见p 周期静磁场

的作用是使电磁波的表观相速减少或使电子的表现轴向速度增加3 起到"慢波结构"的作用，

以实现波与电子同步的目的3 使电子将能量不断地交给入射电磁波p 从而使其得到放大勺从

(24)式还可看到用波长较长的周期静磁场来放大波长较短的电磁波2 对于实用器件来说是

特别重要的。

第三，为了使电子持续地将能量交给入射波p 要求横向周期静磁场与入射波的初始相位

有确定的关系p 并且电子束应有均匀的初始横向速度与轴向速度。粒子与波的同步条件 (21)

式是实现自由电子激光放大器的必要条件2 而回旋谐振条件(6)式则是提高放大器增益的有

效措施。

最后，当电子横向速度足够大和电磁场足够强时，线性理论已不适用，必须从解非线性

为程 (8)式出发p 这是今后应进一步研究的课题。
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A small-signal theory of free嘈lectron laser amplifier 
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Abstract 

The single-particle model is used 也o explain the working principle of free-elootron 

1aser amplifier. After linearizing the motion equation of electron, we go七地e small-signal 

gain. 'rhe resul ts show 曲时也he elootron beam has suitable initial velooity distribution; 

也e i ni tial phases of 也he sta tic periodic magnetic field and incidon也 oleotromagnetic wa ve 

have defini也e relation，也he sychroniza古ion requiremen古 be古ween eleotrons and wa ve and 

the cyclotron resonace oondi也ion are satisfied. The electrons can transfer the i.r enorgy 

阳 the wave e曲。ien也1y and oonstan tly 1 80 也at laser amplitioation can be aohiovü(l. 




