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三维内应力分析目前常用冻结切片洁和散光法进行测量。 1970 年 H. K. Aben 提出改变入射光偏振状
态或波长来求解各片层的平面应力.迄今，二维主应方 σ1J σ2 及内的测量与分析还未见有完满的光学切片
洁。本文对极形受力构件推广了且. K. Aben 的方法，改变入射光的波长，在三个方向进行偏光特性测量，而
在厚度方向与干涉光弹或全息光弹结合，这样，通过文中的分析就能提供备应)J单元的三个主应力的主间方向
与大小的信息.

一、引

光弹作为平面应力分析是一门很有效的技术p 推广到三维应力分析可以用冻结应力切

片p 对每一切片进行平面应力分析，过程累赘p 技术复杂而要求高y 但已是多年来采用的方

法凶。替代冻结切片法去获得三维应力状态的分析一直是实验固体力学中一个有待完满解
决的问题。 1971 年 M. E. Fourneyl~] 提出了企图利用相干微微秒激光的光学切片来解决

这一问题，其实是散光法的一种推广。由于切片本身的取向及形状与记录面位置有关p 同时

还存在着更为复杂的技术问题p 致使这一建议从未实现。三维光弹中最困难的问题在于要
显示各个层次的主应力大小与方向J 而它们是由一个片层向另一片层连续变化的p 平面光弹

只能获得它们的平均效果。 H. K. AbenC3• 4】提出利用 Faraday 或 Kerr 效应改变入射光的

偏振状况而求解各片层的平面应力状态y 这显然是一个很吸引人的方法，然而要产生精确定
量变化的 Faraday 与 Kerr 效应是不容易的。文献 [4]还提出了改变入射光波长的办法来

求解各片层的平面应力，如今在可调谐激光已经出现的情况下p 是有可能实现的。这给三维
应力的分析提供了方便。然而要真正获得三维主应力的大小与取向仍是一个尚未彻底解决

的问题。作者曾于 1975 年提出在模型中形成人为的散光片层臼飞应用三维位移全息照相的

记录方法队口可以对这一片层三维应力大小与取向得到完全的分析。当然这也只能局限于

少数的 1........2 个片层的测量。本文推广了 Aben 的方法J 采用冻结应力后对一个板状构件三
维应力模型在两个方向进行多波长透射，于厚度方向进行干涉光弹的测量J 对测量数据的分
析计算可以完全获得三维应力的大小与取向的知识。

二、简单三维应力单元的分析

为了分析上的简便J 我们首先研究一个立方体透明模型在经受三维应力后处于应力冻
结状态，如果这一应力单元与晶胞类似只有一组三维主应力 σ1} 的与 σ3) 除了表面这一薄
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图 l

层外，单元内每一微元在叭队 Z三个方向的应力分量有三个正应力 σzσ卢e 及六个切应

力国p 而其中又有三对切应力的大小是相同的F 如图 1(时 I (b) 所示。则主应力与应力分量

有如下关系: [四

十σ 十σEσ 十σ;σ

σ1σB十 σ2σ 十σ3σ1 = ~ (τ丸十τZz+τL)-σzσy σyo"z - σzσ:z:， (1) 

如果主应力的的方向余弦为 li， 刑iJ ni (i=1 , 2, 3)，则主应力、应力分量与方向余弦

之间要满足如下方程:

rz讪…~Ø:z:ni=O
τXylt 十 (σf σi)刑4十可zn， =O，

τzJ，十τlIz叫十 (σz 一σ，)n， =Oo

l" 叫p 叫的非零解要满足如下正交关系:

(2) 

l;十啊;+n;=1o (3) 

事实上 (1)式是 (2)式的非零解存在的必要条件) (1) '" (3)式表明，如果已知全部应力分量
(包括正应力与切应力λ 那么主应力大小和方向将完全确定p 物体的应力状态也被确定了。

一束偏振的相干光通过这一应力单元后，光的性质变化无非是偏振面取向与偏振状态

的改变口由于单元中主应力的取向使偏振面发生了旋转F 再由于在光程传播过程中p 光沿垂

直分量与水平分量的折射率不同，出现了附加光程差F 光会从平面偏振状态变成椭圆或圆偏

振光F 偏振主轴产生附加转动，转旋方向也会发生变化p 这些量都是可以测量的p 由这些参量

的测量可以获得应力分量的知识。今设沿 Z 方向一束平行光p 其偏振状态为:

注:实际上(1)式与 (2)式是五为因果的，从(2)式得出 7，、叫、向非另解的条件是联立方程的系数行列

式为零p 由此导出三个特征根 σ4 所满足之三次代数方程式是:

σ:一 (σ川1/+σ以+斗(1:~+1~z 十't'~~-4σIIlJ'!I一如ya，， -4σzaa;) σ4

一号例，十σ儿+叫一如'(;allaz - 1:"'lI川"，) =0 

由根与系数关系即可导得(1)式。
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(4) 

而穿过应力单元后光的偏振状态为:

(::)=(Ar) 。A~eï" Y 

(5) 与 (4)式可通过 Jones 变换矩阵连系起来p 即:

(;;)=J(;;) 。

(5) 

(6) 

若应力单元引起的效应为偏振主轴转过。角p 引入位相差 5，则相应的 Jones 变换矩阵为z

J = ( cos e - sill e \ ( efδ 0\/ ∞sθ8in e \ 
气缸。 ωs e ), 0 1 )，一归 e cos e ) 0 (7) 

/αz \ 10\ 
现在我们用一束沿 g 方向的平面偏振光，则可记(也) = ~ ~ )，代入(阳右面，再应用 (7)
式可以求得 、 , 

(:于(叫缸肌由叫)
) \ 8in2 e elð十 cos2 e J 

沿 m 及 g 方向的光能量为 Eæ= laz l ~ ， E II = laYI~ o 由 (8)式计算得z

(;D ~ ( 叫8in
2

B(l-c时)/3) ) 
E~J \ 1-2c州sin2 () (1一∞s5) )0 (9) 

由 (9)式显见 E~+E~=Ez十 Ey=l; 若再用另外一次测量，在入射线偏振光的通道上插入一

块士波片就使入射光变成圆偏振光，设入射平行光变为右旋圆偏振光3 则可记(叫=
飞 α ， ! 

去(了)，以同样过程代入 (6) 式再应用仔)式可求得穿过应力单元后川剧的振动

(8) 

是:

(;;) =去(二UZZUO (10) 

相应的光强矩阵是z

(气)~户(1叫归:~) 
E~ J \ 1 、 !\ 2 (1+sm2Bs阳的/

由 (9) 及 (11) 可算出位相差 8 与转角。

ω兰川口五2 A=程。 但)
因为 E~ 及 E: 恒为正实数，可知当 A 为正， δ 取正值;当 A 为负时 8 取负值。由于 cosð 己
知2 由 (9) 式便可求出:

(11) 

2 ')t') _ 2E~ 8m2 2B= 
1-00s 5 (13) 

若应力单元沿 z 方向的厚度为 L1ZJ 单元材料的光弹常数为 OU] 则正应力町、叫及切应力
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τZf/与 8 及。值的关系为国:

0:;=0σ 、/(σa: σ:yy~干针iJ-423 (14) 

tg 2(j=击右。 (15)

若 8r:与 2() 已经测量得到，则正应力差叫一句及 τxv 便可确定。若再使光线沿 F 方向入射

在应力单元上F 线偏振光振动面沿@方向出射p 光的偏振面与 z 轴夹角为此位相差为鸟，
应力单元沿 g方向厚度为 åy， 则:

并且与应力之关系式为:

叫4±〉口F，
2qLJ 2E~ 回且2 2()., = 

'y 1-00801/ 

A'= 1-:2E~ 
~馆FO

ov=Ou .../(σ;:σX)2干-4士;z11]/，

(lß) 

(17) 

(18) 

酬。自古口 (四)

再在 U方向出射后正反射p并旋光 900 将出射光按原路通过应力单元，如干涉光弹或全息光

弹那样凶，则可从干涉固的如下分布

I' =1十叫于O~(σ卢柳] (20) 

求出 σz十吨。既然 σs一 σ".. (Tr: -aa:~ σz+σs 已测得3 正应力白， σ霄， σz 也可获得。最后为确

定 τf/III 可仿照前述沿 Z 方向将沿 Z 方向偏振的偏振光穿过应力单元p 测出出射光的主轴振

动固与 U 轴来角也反位相差 8~J 应力单元沿 s 方向厚度为Lla:，同理可得如下方程式:

∞sδz=千土J刃万2

。 2E~
国n!J 2θ

1一 ωs 缸'

A" ←ζ旦一

〉2E~ ~ 

Oz=cσ../(σ到一 σZ)2千41:;:.:1组，

tg2()x=~旦Lo
σ1/一 σz

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

这样正应力及切应力皆求得p 从而由 (1) 式解出主应力町、内及 σ3 来。再由 (2)式其中两个

方程与 (3)式联立求解出主应力的方向余弦 lt、叫、 ní 来。

三、板形构件的三维应力分析

-般物体承受外力后3 应力的分布是各式各样的3 是空间座标的函数2 我们采取和简单

三维应力单元分析相同的方法F 先把爱载荷的物体进行应力冻结，并将它沿宽度的 X， Z 两个
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方向划分成一系列小方块3 若方块面积不大p 且板沿 g 方向的厚度也不大F 可以近似地认为

每一小块中应力是均匀分布的3 因此可以把每一块看成一个单独的应力单元p 如图 2 所示。

这时平面偏振的平行光束每通过一个应力单元就会产生转角。"与位相差仇3 若沿 Z 轴通过

一列应力单元p 于是总的 Jones 变换矩阵是:

z 

J=( ∞S ()mnl，一缸 Bmn1 \(产川 o \ ( oos BmfÛ sin (}mnl \ 

/ \\ 8i凶nÐωm饵n1， C∞OωsBmn俑1 J\o 1)\ 一 S1n卫 0缸mn拍1 ∞s()归mnl川

( ∞S ()m饵M酌4勺F 一归 0仇队机刑州叫川饵M川t八L

s画in ()句mnt灿4句3 ∞s()ωm兔fli }八飞 o 1}八飞 -sín()ωm删刽ni ∞，sBmn创i J 

(叫附- sin {}mnp \ (θω" ~)(叫叼叫什
sÏn ÐmnpJ ωS()m叩 /\o 1 八一 sin Ðmnp COS Ðmnll ) 

(25) 

z 

图 2

若以(饥， n, rp) 代表应力单元的位置3 饥， n) tp 分别代表

沿 ID，乱 Z三个方向的应力单元序号3 是正整数。假定分

割 m~ nJ P 的最大值为 M， I~ P; 诚然各层的转角。111呻

只与各层的主应力方向有关，而与波长无关，当然实际的

转角由于位相差 ðmftP 的引入，引起附加偏振面的转动并
不包括在也叩之内。 C>mnp 是与波长有关的。

δmnp=2π(η。一句) L1l/λ (26) 

对于大多数双折射物体p 在可见光波长范围内F 问一问生

常数， L1l 为光学切片的厚度，若沿 z 方向切片 L1Z = L1zi , 

因此用归的波长观察与~波长观察的光程差之关系为

8坏11 δ2叫好)J (27) 

式中 δ比1 2) = 2$ (no - ne) L1l/')..J/)J 是波长为 h 的光透过 (mnp) 单元后的相差，若沿 XJ 'Y, Z 方

向 } L1l 分别代表单元沿这三个方向的厚度。 ð~TlP 是波长为 λj 情况下的相差。另外按照等

价原理可以认为 (25)式的 Jones 矩阵等价于经过单层转角。mnz 及位相 ðmnz 的变换即:
J={ ∞S ()mnz - sin ()mnz \ I 户时 0 ，(∞sBmnz 归 ()mnz \ 

\ ...:~ LJ ~~~ LI Jl Iì ., JI … 10 (28) 飞 sinOmnaωs ()mnz J 飞 o 1) 飞 -sin tlm l!z COS Ðmnz J 
由简单三维应力单元的分析可知 Ðmm; 与 (jmnz 可以通过测量出射偏振光在 2 及 U方向强度

而确庭。如果要对 2p 个波长为切的光3 测量出其 ÐmnzJ δ如m: 可以用如下方程组:

3m Ðmflz 

-Eh)(eb 。)(册。mnz 但也M)
∞sÐmz J\ 0 1)\ -sinBmflz cosBmfllõ 

sÎn Omn1 

-mkM)(州万。)(叫时叫M)
cos Bmnl/ \ 0 1 ) \ - sÎn ()mnl ∞s{)刑n1

咀n ()mni 

叫mM)(6毗芳
pω Ðmn( J \ 0 

。)(伽 Omn\ SÏn句")
1 }\-8阳 Omni ∞S()mfli

(耐。 一血红)(♂扭亏国nomm"FEPp ∞s {)....."'! \ 0 
。)(耐。叫血问)
1 J\-画丑。mtlP Cω(}mnfJ ;0 (29) 
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(λ'/= 1.0， λ'1，…， À211- 1 ) 

方程 (29)有 2p 个方程联立，可以求出 Bmfllo..Bmnp 及 Ò~Tll"'Õ比p 等 2p 个未知量。

这样的测量可在沿 g 轴每一行进行F 共有 MN 行p 每一行除了变换 m} n 两个标号外都
有和 (27)式相同的 2p 个联立方程式3 可解出每一个应力单元沿 Z 方向转角。mllfJ 与 3比如对
于每一对 (BmnfJ J ò!:np) 值可求得对应单元(m， n , rp) 的正应力差 σa; σg 与 't'X1I o 若偏振光再

沿 g 方向传播并进行同样的测量F 则可列出与 (29)式相仿的矩阵方程来，假设@方向的转角
与位相差为非mflp 与 ，~Onp (各 M 个)，则有

ros 中Z叼叫川4也 0\(ωs中Z蝉，由中Z叩)
sin 中xnp COS tþ:tnp ) \ o 1 八 -SÍn如何p COS tþ :r;n1J) 

(:::-221(ek;τ:)(-22:2;::: 
一缸。例J1 \18咛》去~ 0 \ I COS tþiflP S坦白inp \ 

∞sBinfJ J 飞 o 1 J\-SÍn tþ，npωS o/inp } 

(叫MnfJ叫MII71\俨守 0\( 例如np sm tþYn八
sÍn中Mnp COS tþMn71J\o 1 八 -SÍn t卢Mnp cos tf;Mn71 J 

(30) 

(λj= Âo， À11 …pλ坦-1)

对于每→对忡mpp ct咄)又可求出 (m， n, p)单元的另一组应力 σz一句3τ7/Z 来。

若沿平板厚度 Lly 方向不再分割，采用偏光与干涉光弹的测量F 用 (16) '" (20) 式所采用

的方法3 便可求出各个应力单元的 σZ-CY(lIJ σ~+σs 及切应力 τ:tz 来。 由此每一晶胞的六个

应力分量都可求得，再应用 (1) '" (3) 式求出这一个(m， n, p)单元的主应力町、内及 σs 与方

向余弦 li、叫及叫。

如果选取 M， P 数值很大时p 单元便变得更小 它的三个主应力就更接近于真实情况

了。当然 M， P 值越大p 计算量也大3 实际上在应力不太大的情况下分割量可以很小p 也能

获得足够的精度。在有应力集中的地方p 可以采用不等分的分割法，分割的间隔 L1x， L1z 可

以小一些s 而在其余地方分割间隔可以宽一些，这对减少工作量F 提高计算速度是有益的。

对于较厚板形的应力模型构件3 无法在第三个方向采用光学切片，但仍可在厚度最小的

方向做冻结切片3 然后来用上述方法测量解出全部三维应力分布来。

同济大学贾循德同志与作者进行有益的讨论并提出宝贵意见p 深表谢意。
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Abstract 

3-D internal stress analysis is usually using the m的hod of froze卫 stress and the 

method of ligh古 soattering. A ben proposed to vary 古he polariza扫on siate or the wavele­

ngth of inoidenoe ligh古 in 1970. Then he oould resolve the plane stress of each slab. 

But, we haven气 got a sa也isfaotory 七heory to obtain a method of measurement and 

analysis of 3一D priciple stress yet. In 也his paper we expand the method of Aben and 

using i也 to the loaded plate 皿odel. Varying the waveleng七h of 出e inciden也 ligh也 and

measure the polarization character along eaoh axis of x.. 'Y.. z in combination with 

jnterferometrio photoelestioiiy for a frozen siress 皿edinm. Then, using the analysis 

of this pa per .1 we can provide for ihe infor皿a扫on of the magni tude and direotion 01 

在hree principle stress. 




