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对兰斯别尔格介电常数椭球的商榷

龚义森
〈南京通信工程学院〉

1. 兰斯别尔格(.JIaH;n;c6epr) 的介电常组椭球(9J1.HIICO:ä;n; ,1I;n8JleRTþH"IeCRO:ä IIOCTOHHRO直)

苏联兰斯别尔格院士所著《光学>> (OUTHRa)一书于 1954 年发行第三版(该版由北京大学

杨霞蒜、张之翔译出， 1957 年在我国出版)。此书的第廿五章"晶体光学基础"中多次谈到介

电常数椭球。如中译本 464 页上说"在各向异性媒质方面3 关于介电常数的一般规律是这

样3 那就是介电常数的全部数值可以用一个三轴的椭球来代表，这个椭球的三个主轴是 α，

β， γ。(按:后面兰斯别尔格把 α， βFγ 换成 84!~ 8 11, 81:0)如呆在任一方向上作出上述椭球的径

向矢量，则此径向矢量的长度就代表该方向上介电常数的数值……气该页上注②说"某

一种数量p 如果它的全部数值可以用一个椭球来代表p 则称为二级张量。这样，媒质的光学备

向异性可以用一个介电常数张量或介电常数椭球来说明。"

该书中译本 465 页又说 u在各向异性媒质J 介电常数椭球系用下列方程表出:

a:,2 • 1f1!J 币2
--..，-十.J!..，十二，，=1.
8;;εy 8; (136.1) 

(按:为方便起见p 本文以后→律用钮J X2 , Xa 来代替坐标 X， y, Z， 相应地用 81， 82, 8S 代替
、
、
，J
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该书中译本 468 页和 472 页以及图 287 又具体叙述了怎样由这个介电常数椭球来找

光沿晶体中某一方向传播时的两种光线速度，两个偏振波 E矢量的振动方向和光线铀的方
位等的 Fresnel 法则。

1957 年苏联出版了兰斯别尔格的这本《光学》的第四版(我国于 1965 年出版了第四版

中译本)。第四版中虽把原三版 468 页及 472 页(第三版中译本页数)的叙述去掉p 而代之以

Fresnel 的椭球和折射率椭球的分析F 可是p 却仍然原封不动地保留着第三版中译本 464 页

(俄文第四版的页数是 427)那段对介电常数椭球的叙述和注②。

所以他坚持认为:另外还存在着一个介电常数椭球p 其三个半轴长为 81， 82, 83，而椭球

任丁朱径T 的大小等于该方向的介电常数值!这椭球和介电常数张量相对应。
2. 对于上述论点的商榷

(1) 晶体的介电常数张量对应的是 Fresnel 椭球，而不是兰斯别尔格的介电常数椭球。

按照张量分析理论p任何二阶对称张量均可用一椭球表示p 而且这一椭球方程的六个系

数就等于二阶对称张量的六个分量，并且叫做该张量的表象曲面』它们二者相对应，而且是
唯一的。

事实上p 一椭球的方程为

收稿日期 1981 年 5 月 4 日
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~Si卢tZjz103 jE13233;Stjzsjt) 。

展开后得 S且Xi+S22X~ 十 8ß8X~ + 28:'13的Xa十 28S1XSXl十 2812句句=1 0
这样就可以证明2 在座标变换时3 满足

S~6= ~ tliiαk向，

而这是二阶张量定义p 所以椭球方程系数 Si1 分别等于二阶对称张量 s 的六个独立分量。

晶体的介电常数满足二阶张量定义，且又有 8U=句，所以晶体的介电常数是一个二阶

对称张量，它的表象曲面为一椭球，而其独立的六个分量 8ii 分别是椭球方程的六个系数。

在一般任意座标系中F 介电常数张量可用矩阵表示为
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它所对应的表象曲面椭球方程为

:二 εijX，Xj = 1 (i, j = 1 J 2, 3) 。

而当采用晶体的介电主轴坐标系时， 8 矩阵变为

r 81 0 0 l 
-O~噜

B =1 0ε2 0 10 

L 0 0εsJ 

这时对应的表象曲面椭球的方程为

81Xi+8:aX~ 十 B8X~ =1, 

其中 81， 82，句为张量 8 的主值。

但是，这是品体光学中熟知的 Fresnel 椭球3 而不是兰斯别尔格的介电常数椭球。

Fresnel 椭球的半轴长分别为 1/、句， 1/~瓦 1/、/石P 而不是 ε1， 82, 8S o 对 Fresnel 椭

球可以运用 Fresnel 作图法则来求光线速度归p 心2，两偏振波 E 的方向和光线轴方位等等

(详见一般晶体光学书p 本文不赘述)。而兰斯别尔格的介电常数椭球则不能用 Fresnel 法

则确定上述这些量。运用 Fresnel 法则求得 Fresnel 椭球的任一矢径 T 的大小为

伊 =n;=-l=l/、/τ，

其中岛为光线折射率。这里明确看出 T手 ε 。

总之，只有 Fresnel 椭球方程的六个(或三个)系数才分别等于介电常数张量的六个独

立分量值(或三个主值)。所以 Fresnel 椭球才是和介电常数张量唯一地对应的表象曲面!

而兰斯别尔格定义的介电常数椭球方程系数为可气 822， 8;2，它们分别不等于介电常数张

量的各分量值(或主值)，所以它不是和介电常数张量相对应的表象曲面。

(2) 兰斯别尔格的介电常数椭球的任一矢径 T 的大小等于该方向的介电常数 ε 吗?

在晶体中某给定方向的介电常数 ε 可这样求出。使电场 E沿此给远方向p 由于晶体的

各向异性， 引起的 D一般不与 E平行。可以把 D 分解为平行于 E 的分量 D， 和垂直于

E 的分量 DJ.~则沿此给寇方向之 e 定义为

e • D, _ D.E 
-石E一百E2 0
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设给定方向的三个方向余弦为 llJ laJ Zal 则使电场 E沿此给定方向p 就有

E= [llE, ZaE , ZsEJ 0 

在晶体主轴座标系中，这时有

D=80τE= [B081Z1E, 808 !ll2E, Bo8slaEJ 。

所以沿此给定方向的

D.E 
8= 飞;ET=811?+8213十 Bali，

而在任意坐标系中， D不能写成上面主轴座标系那样简单的形式p 这时沿此给定方向的
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下面再分析兰斯别尔格介电常数椭球并求其矢径 T。在晶体主轴座标系中，若E的方

向余弦为 ll， l2~ lSJ 而 E在座标轴上的投影分别为 E1， E 2J Ea) 则当然有

E~ I E~ I E~ 一 τ
E 2 ' E2 ' E !l 

相应地 D 在这个主轴座标系中的三分量分别为 D1J D!J 和 D3， 就有

铲=一旦 =，jDi十 D~d=JEiEi再E~+BM=山育十 E藐斗83534
80E 'v B~E2 'v E 2 

前已指出， E的方向余弦若为 ll， Zø， 也剧沿此E方向的

飞 x.

图 1

(1) 兰斯别尔格介电常数椭球 (2) Fresnel 
椭球(分别在 X1X2 座标平面上的截摸)

Fig.l 

(1) Landsberg's dielectric constant e1lip
soid; 但) Fresnel ellipsoid (Interωpted 

separately on町 X1X2 C∞rdinále plane) 
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代入上式就有

(Dd飞oE) 2 十 (DUgoE)2 十 (Dz/?oE)' 一 1"
81 82 ë~ 

所以矢径r=D/ëOE 的端点在下述的兰斯别尔格介

电常数椭球上:

2L+2i十fi=10(M6.1)
8ï 82 83 

这就是说，对这个介电常数椭球其矢径 r 平行于 D

而不是第三版上所说的 r//Eo 若 E 保持大小不变

而在空间取一切可能方向p 则矢量 D/80E 的端点

就画出这一椭球面。为了确定 D 的方向，可利用

Fr倒nel 椭球性质F 即 D 垂直于 E矢量与 Fr创nel

椭球变点的切面。

而介电常数椭球的矢径太小
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8 = 81Zi+ 82吕 +8szt

但现在矢径，是沿 D 方向的，而兰斯别尔格说的是"如果任一方向上作出上述椭球的径向

矢量，则此径向矢量的长度就代表该方向上介电常数的数值。"所以下面再计算沿，方向上

的 8~ 看它是否等于η

设铲(即 D)的三个方向余弦为 li" Z~，凡，则，方向的

8 = 8 1Zr; + S2Z'i + 8SZ~) 

而 D 在主轴 Zl 上的分量

所以

Dl = 8081El = 808jZ1E = liDo 

←咛星。

同理有 Z~= 血丝旦旦;.: D 

S 一一丁了一。

所以

，方向的…1(鸣叫叫呼主)2材s(呼剖'

=-L[853+8213+8313] 。
扩.

但前面已指出'1'=-旦=、!8iZi+ε~Z~+ 8~月 2 所以忡 8 0 因此对于兰斯别尔格定义的方程
eoE 

为 31十号;+姜=1 的介电常数椭球3 得不出他说的"矢径长等于该矢径方向的介电常数"

的结论。

(3) "矢径长等于该矢径方向的介电常数"的曲面J 是什么样的曲面呢?

在主轴座标系中，若矢径俨的三个方向的余弦为 Zi， Z~， Z~， 则现在有

8=ε117十 ε2Z~2 + 83Z~2 =几

两边乘以，，2，并注意到问=俨Zi ， 句 = "l~， Zs = ，，1~J 就有

(81Xi + 8 :aQl~ + 6a~) 2 = (咛十d十地户。

这是一个六次卵形面，它显然不是介电常数椭球(136.1)0

而对于晶体中任意座标系，矢径方向为 [li.. Z~， Z汩的介电常数为

8 = ~ 8 'il~ lj (i ~ j = 1 ~ 2, 3) 0 

同样，它若等于此方向上矢径铲的大小

~ 8uZ~li = 代

和刚才一样地两边乘以沪，并利用 Xl= 矿Z't， …等展开，就有

(811付+ε22a:~ + 88Sæã + 2s2Sa:iæS + 28缸句句十2S1#lXj)9= (吨+喝十缉毒)涵。

当然，这也不是兰斯别尔格的介电常数椭球。

(4) 其它书籍有关二阶对称张量及对应的椭球的表述。

李政道著《物理学中的数学方法》一书 21......22 页讲述了。

"定理 1.7 任?非零的二阶对称张量都唯一地对应了由下面方程所确定的二阶曲面。
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~ Tí/x，句自士1，

T'J;是张量歹的六个独立分量"。
因此p 按此定理，和二阶对称张量7对应的二次曲面P 应该唯一的是由方程 ~8，卢，Xj=l

(或在主轴座标系方程 81Xi+叫十ψã=l)所表示的Fresnel 衔年; td 

另外，朗道和栗弗席兹著的《连续介质电动力学》中译本下册 440 页上，和他二人所著

《连续介质力学》中译本第三册 730 页上都指出"和介电常数张量相对应的张量椭球是

Fresnel 椭球，其方程为户以十8(f/)y<J十 d匀2=1 或简写成 8的句=1"，所以和张量言相对应

的不是兰斯别尔格的介电常数椭球。

众所周知，刚体力学中有个转动惯量张量式和它对应的有一个转动惯量椭球。但是决

不能由此认为和介电常数张量τ相对应的就是介电常数椭球。相反地，把转动惯量椭球和
Fresnel 椭球一一对比，二者完全相对应，所以只有 Fresnel 椭球才是和张量τ对应的。

J enkins & White 著的 <<Fundamentals of Optios>) 用了介电椭球 (dielωtrìo ellipsoid) 

这一名词p 但其方程为
ør :2ii 用2
一一十一-十"":~ =1" 
81 82 83 

这一椭球的三个半轴长分别为~，、/"8二3 、/言。其矢径 T 的大小

俨 =n=nr/cosα=...!丁/cosα

(这里纯是折射率， α 为晶体中 D 和 E的夹角)。所以它也根本不是介电常数椭球，它是晶

体光学中熟知的折射率椭球。应当指出，和折射率椭球相对应的是另一个张量-一一折射率
张量 (index tensor)亏，折射率椭球方程的六个系数分别等于 '1J 的六个独立分量，而折射率
张量是介电常数张量的逆阵。

η= [8]-1。

(5) 查阅晶体光学书籍，一般有八种光学示性面用来描述晶体的光学性质。但其中却

不包括这个介电常数椭球。固然，我们可以象兰斯别尔格这样人为地定义这个椭球，使三个
半轴长分别为 81， 82, 83，即有

8f24+852eZ+85233=10(136.。

这意味着，在主轴座标系(必1， X2， 句)，它唯一地对应的二阶对称张量 c ， 这 7的三个主值为

C1 = 8'1
2, 02 = 822, O)J = 832 0 而在任意坐标系(dpdp zi) 中 p 上述椭球的方程变为

011也i2+oa2'X~十 C33:2i~ 十 202aX~X~ + 2031xixi + 2C12:xi吨 =10
这里张量 C 的六个独立分量 ()i; 可通过张量矩阵在两座标系之间互换而由化龟， Cs 称得p 因
而可求出 Ci; 与 ε1 2， 822)ε沪的关系式。 同样 8i1 也可由坐标互换而求得 81， 82, 83 的关系
式。从而可以证明， Oij 手 8ijo 所以和介电常数椭球唯一地对应的二阶对称张量7并不是介
电常数张量 B 0 

1976 年，苏联出版了《光学》的第五版，它比第四版又作了较多的修改，但在晶体光学这

一章中3 除了最后添加了一节空间色散效应外p 其它变动不大。特别是关键性的对应第三版
中译本 464 页的介电常数椭球的叙述以及该页注②的叙述p 还是和第四版一样，原封不动
(见俄文第五版 498 页)。所以看来直到 1976 年3 编第五版的兰斯别尔格的一些学生和同事

们还是坚持他这个介电常数椭球的论点的。(下转第 187 页)
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The measurement of time-synchronization 

for six .. beam laser by making use two蜻photon fluorescencè 

Yu WENYAN XIE ZIMING LI ÂNMING AND HE XINGFA 

阴阳饵ghai 1 nstitute 旷 Opt创 and Fine M回'han'胁， .Acade而a Sinìca) 

(Receíved 7 .Tanuary 1981) 

Abstract 

187 

I丑古he target experimen古 by multi-beam irradiation 古ime-synohronization 坦 very

i皿portant. Using a method of two-photon fluoresoenoe (TPF) , we have measured the 

time-synohronization of six beams Nd8+ glass high power laser system (6 x 1011 W). 

The aotive-passive mode-looked Nd3+ :YAG osoillator of the 古ime-synohron恒的iÎon was 

used as the light souroe for the time-synohronization measurement. The pulse width 

was 20ps. 

Time-synohronization for two opposite beams was measured using a TPF oe11 oapable 

of four beam transmission on 也he position of 恼，rget. Time唱ynohronization for two orossed 

beams was measured by plaoing a half-transparent film on the target position and a TPF 

apparatus. The measuremen古坦 simple and peroeivable. 

Theerror in the measurement ofthe time-synohronization by two-photon fluoresoence 

坦 presented. The error is about 4ps for two opposi也e beams and 5 ps for two orossed 

beams. The total error of the time-synohronization for six beams is about 10 ps . 

.... …『←..~←..-←….............…←·…←......叫←".-+0-"…_..司←旧4争~._.~国.......~←..+-.................←，，-←，，-←·伽+…4←…←..... ….......-φ_..-←..-…·圈t-....."....，，__ 

(上接第 192 页)
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(下转第 104 页〉
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A method of damped harmonic 'oscilIator in quantum laser theory 

ZHANG LAISHUN AND CHU SHIYAO 

(Departll'阳lt 0/ Physics, Shanxi Univ旷'si旬， Taiyuan) 

(Re佣ived 20 February 1981) 

Abstract 

A model of laser osoillation 坦 suggested and in the lighi of也e quantization proce~ 

dure of Dekker' s di幽ipative systems，仙。 laser equa古ions of motion are derived ihrough 

both density operator and Langevin m创h0d9 respectively. They have been compared 

with Lamb's results of ihe rωervoir theory. H can be seen that Lamb's results are tha 

zero-order approximation of the results presented in this article. 
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Abstract 

Aoademician of the Sovie七 Union Langdsberg (JlaH}J;c6epr) introduocd a diolochric 

oonstan击。lli阴oid in ihis book "Opti倒". He oondsidered 尬的 the 古oial values of the 

diel创irio oons切.nts in orystals can be represented by a dielootrio oonstanb ellipsoid. The 

-three semi-axes of this ellipsoid are respωti vely of lengths 81，句， 83, i. e. the principle 

oomponents of the dieleotric oon巾.ni tensor, and the leng-th of any radius veotor of 

this ellipsoid is equal to 七he dielecirio oonstan t in 古hat direotion. In other words, Langd

sberg's dielecirioσonstan击。llipsoid corresponds io the dielectric constant iensor. 

It is pointed out in ihis paper that the dieleoiric cOns尬的 iensor oorresponds to 

Fresnel's ellipsoid rather ihan Langdsberg's dielecirio constant ellipsoid. This oorres

pondence relaiion is unique. Dieleciric consta时 tensor is a symmetrical second rank 

tensor, its six independent componenis are jusi equal to ihe six coefficienis of Fresnel's 

ellipsoid equaiion respectively. Maihmaiical derivaiion indicates ihat ihe length of any 

radius 飞rector of Langdsberg's elli归。id in not eq ual io ihe dielec忧ic cOns切nt in ihai 

direotion. Conversely, the surface whose length of radius vector in a given dirootion 恒

。qual io ihe dieleciricωnstant in ihat direciion，臼 an ovaloid of six degrees. 

Besides, in ihis paper, confusing terms, such as dielecirio constant ellipsoid, dieleo

trio ellìpsoìd Fresnel's ellipsoid and index ellipsoid, and iheir respective corresponding 

tensors are clearly de直ned.




