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量子激光理论的阻尼谐振子方法
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提要

本文提出一个激光据裔的模型，并根据 Dekker 的耗散系统的量子化程序分别用密度算子方法和

Langevin 方捷导出激光运动方程式.与 Lamb 的库理论结果进行了比较，可以看到 Lamb 的结果是本文

结果的霉级近似.

一、引

自从六十年代以来F 人们利用库理论 (reservoir theory)处理激光振荡[1....3] 在解释激光

的固有线宽p 光子统计以及真空瞬变积累 (tranSient bnildup from vaouum) 等现象方面取

得了令人满意的结果。建立在库理论基础上的激光振荡的模型如图 1 所示。库对自由谐振

于的辐射场产生阻尼作用2 而与激活原子发生辑合的仅仅是自由谐振子的辐射场。

但是，我们知道从 Maxwell 方程出友，在单模元源的情况下，损耗腔中的辐射场满足以

下方程:

国 1 库理论的激光振荡模型

1一自由场(0， ll1J, 06); 3，一库 (λ=O/Q);

3一激活原子

Fig. 1 Model of laser oscillation in 

reservoir theory‘ 

l-Free field (0，句， at); 2-Reservoir 
(λ=Q/Q); " 3-Active atom 

图 2 阻尼谐振子激光振荡模型

1一衰暗场仰， Â, a, a+); 
2一激活原子

Fig. 2 Model of Iaser 倒oil1剖ion in 

dam ped harmonic oscilla阳r

l-D~mping field(D.. 丸， a， a+); 
2-Active atom 

E+λE+D2E=O， (1) 
其中，衰减系数 λ=D/Q， Q 是腔的品质因于)' D是模频率。这是一个阻尼谐振子的运动方

程。由此，使我们很自然地提出如图 2所示的激光振荡模型。与激活原子发生搞合的是阻
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尼谐振子的衰减辐射场p 而不是自由谐振子的辐射场。显然，这个模型在场与激活原子的

辑合中已经将场的阻尼对激光场的影响包括在内了。这是前一种激光振葫模型没有考虑到

的。

利用图 2 所示的模型处理激光振荡3 首要的问题是经典阻尼谐振于的量子化。

长期以来2 人们提出了若干阻尼谐振子量子化的方案。 Kana人 Dodonov、彭桓武等人

给出阻尼谐振子量于化的哈密顿量性，6，713 实际上都是显含时间的。这些量子化方案直接用

来处理激光振荡J 特别是处理稳态情况的激光振荡似乎有困难。 Ko的in 利用传统的正则量

子化程序[5] Kunio YaSue 利用波场的随机量子化程序flmp 对受迫阻尼谐振子进行量子化

都得到一个非线性的 Schrödinger-Langevin 方程式。后者并用来研究损耗腔中的激光场2

但没有与库理论的结果作比较。 Dekker 将经典哈密顿量推广到复变量的情况，仍使用传统

的正则量子化程序3 得到一个非厄米的量子哈密顿，其虚部是与耗散有关的臼吐气并进一步

将经典的 Liouville 方程量子化得到量子的密度算于方程。本文根据 Dekker 的耗散系统

量于化的程序p 进一步用来处理激光振荡。我们按照国 2 所示的激光模型，分别用密度算子

方法和 Langevin 方法导出激光运动方程式，并与 La皿b 等人的库理论结果作了比较。在

稳态情况下2 固有线宽增大，光子统计弥散加剧p 特别在 Maser、低 Q 值或高阶模情况，差异

愈加明显。可以看到 Lamb 等人的结果是本文结果的零级近似。

二、理论推导

1.密度算子为法

为了简单起见g 激活原子采用二能级系统3 只考虑对上能级有泵浦p 如图 3 所示。这样，

场和原子系统的总哈密顿为
(,J 

I ~=~+~原子+叽 (2) 

/冗 1 úJ=仲叫 式中J~揭是衰减辐射场的哈密顿。根据 Dekker 的理论，通过对
, ω， 经典阻尼谐振子的量子化得到阳

I λ 、
国 3 二能级激活原子 .?RfIf =H每 +ir=叭ω一@言)α+a， (3) 

Fig.3 twoφ-缸v鸭叫@刨 (3功)式中3λ 是阻尼谐振子的衰减系数3ω是阻尼谐振子的约化频率

active a阳 ω= 、/Q2_')..2/4 ， a+ 和 α 是阻尼谐振子的升、阵算子。 f揭是一个

复变量。激活原子的哈密顿

f原子=元(ω。σ+σ-+ωbσ-σ+) ， (4) 

10 1 \ 10 0\ 
式中 σ+ =r ~ ~}和 σ=1.. ~);是二能级系统的升、降算子• v 是场与激活原子的相互

飞 oJ. ， n-- \1 oJ 

作用能F 在旋转波近似下

'P = n (gaO" + + g*a+σ_) ， (5) 

式中， 9 是衰减辐射场与激活原子的糯合系数，是一个复量。当系统的哈密顿为复变量时，

系统的密度算于满足四维复相空间的量子化 Liouville 方程
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ι_， (t) = 一之 [α+ [α1 ~JPG-tJ +主 [p←f[JF+， α+J ， aJ 
-扛
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一 JL[σ+， [σ-， JF]pof] 十主[ρIl-'[~\σ+J ， σ一] 0 (6) 几-/亢-

将(2) 、 (3)式代入 (6)式，并注意到在涉及相互作用能 v 的计算中，关于原子的算子 ι 和 σ+

的对易关系必须使用收缩的形式口气从而得到

Pa-t(t) = 一÷[EF 向-，]一专(们ρ时 (7) 

其中

H=H揭十J/f'1原子十 11 = Ho+v (8) 

是场加原子系统的哈密顿f的实部。可以证明，在相互作用表象下， (7)式变为(见附录 1)

dLf(功 =-tv， pj止专(的P:-f十ρ!_fa+a-2叩Lfa+) , (9) 

式中诸量右上角标 I 表示相互作用表象。作形式积分解，并对原子变数求迹，得到

ρHt) =p'ω 一丑。dt'TrA [11
1 (t') ， ρ!-r (t')] 

一主f' dt' [a+αρf (t') +ρf(t')a+α -2apf (t')叫 (10)
~ J t. 

式中，第一个积分是激活原子对场的贡献p 第二个积分是场由于阻尼作用而引起的衰减。在

绝热近似的假设下3 由于激活原子的平均寿命%比场发生明显衰减所经历的时间间隔 τ，=

1/λ 小得多p 即吨<<1/λ，所以 (10) 式中的两个积分可以分别进行。对第二个积分可以作粗
粒时间变化率(coarse-grained 古ime raie of change) 的计算[气

(材)~=一扫(们ρf+ρf们一蚓α+) 0 (11) 

对于第一个积分，要在 t-to"Y吨的时间间隔内进行积分。假设对激活原子的上能级的泵浦

速率为 rø，J 利用微扰法，求得四级近似旧飞则得到

(.1ρD原子 =Ta血 (ðpD 原子 = T GLlt [p~ (t) - p~ (tO)] 

=斗=~t[一兰(仰旷叫αa+ρp:十ρμjω+一仰?知αω)+3(αω+
) +6αα+ρP:αα+ 十p:如αα+αα+-4α+ρpfαα+α 一 4α+αα+ρp~α均)]， (α12幻

式讲中 A仨=俨几川州a 1巾Ig1 2τ3i川， B=丢几叫山Igl纠14't'哈τ't'~。因此我们得到激光场的约化密度算子的运动方程(略

去角标 I、 f)

p(t) = (誓)ä+(手)原子
E ←兰(ω+ρ+ρ旷-2巾〉十号(αα+αα+川α内α+

+冈山+-:"+ρα叫一的巾)一专(向内向一2αρα川 (13) 

利用 α= (2沁)~1/2[p+(专一ω)斗，得到阻尼谐振子的升、降算子心与自由谐振子的升、
降算子何、 α。的关系
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(14) 

α+=例+去(αo十 at)o (15) 

将 (14) 、 (15) 式代入 (13)式3 通过适当运算，略去双光子项和 (λ/4ω)气 B(λ/4ω)~ 项，整理后

得到

AI λ2\ 
p(t) = - ;(1十五~'1 )(α叫ρ+ρα叫一2αtpao) +否(α叫α叫p

寸6αoatρα。αt+ρα。αJαoat-4αJρaoatα。 -4atαoat闷。〉

λ 1.... Âλ\/ 
-互\1十τ瓦2") (ataop+ρα归。-2α。pat) 0 (16) 

这就是激光场的密度算子的运动方程式。

对 (16)式取 Fook 表象，则对角矩阵元满足以下 Pau1i 主方程

r . I λ2 、 1
P"fl(均=一 1 A(l十二二一)一 (n+1)B ICn十月 p""L 飞 16ω2 / \'~' ~/-J 

[A( 川、]叩 1/Aλ)A(1 一一一，，)一 | ← .fl-1 一λ(1+一一~)\16ω:3 / .V~ J\16ω2 J 

/... Aλ\ 
十λ\1+ 1622 )(n十 1)ρ叫川。 (17)

对 (16)式取相干态表象J 得到 P-:-表象的 Fokker-Planok 方程(见附录 11)

1 J ð r í Æ D I _. I 2\ ~. n , , _ _ 1 , A I 伊\ ð'JP
P忡，← -τi瓦 [(A-À-BI α 1 '1)aPJ +今o. }~A (1+瓦il)百百。 (18) 

2. Langevin 方法

为了便于与Lamb 等人的结果进行比较，激活原子采用三能级系统，如图 4所示。这等

价于一个受简谐振子库影响的二能级系统的激活原子(参阅文献 [3J ， 328 页)，其哈密顿

la> dtj原子 ='hN (，ω。σ+σ-+ωbO"_0'+) 
α 

+哼ωlÞtbk+h 芋 gk(b"σ++btσ-) 0 (19) 

fb> 当我们取 Heisenberg 表象时，衰减场的哈密顿由下式给
出山

.Ye.=H揭+町=加"一中。 (20) 

图 4 三能级激活原子 场与激活原子的相互作用能
Fig.4 Three-Ievel active atom v=nN(gασ+十俨α+σ-) 0 (21) 

将 (19) 、 (20) 和 (21)式代入 (2)式p 在 Heisenberg 表象下p 可分别求出场算子和激活原子

的算子所满足的Lan~evin 方程。在绝热近似条件下p 将它们联立求解p 便得到缓变算子
(slowly varying operators) A. (t) =a(功 e'vf 所满足的 Langevin 方程式(推导与 Lamb 等人

的方法类似p 参阅文献 [3J ， 331 页)0

Ä(t) = - [卡ω-v)]A(加dcA(t) +刷(川功+G(吵(纽)

其中 .sdo 是复线性增益系数)æ是复自饱和系数J G(均是噪声算子。利用 (14) 和 (15) 式，将
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A(峨为相应的自由辐射场的缓变算子 A勾o(ω吵趴2 略去高频项 e士刮叫4

光场的 Langevin 方程式

Åo(t) ;= … [险专←+刊i(ωω一 v吵川)斗]μ.Ao (ωs均〉 十d码~.A剧A
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站均>+刊叫i(←1←一 4哈4~)汩G创(tω#吵仇)儿o (仰

三、讨论

1. 激光的固有钱宽

激光的固有线宽与扩散系数成比例。由 σ8)式可知，栩如A(1+￡斗，与Lamb
/λ2\ /r_.( 

等人的结果 2D优A 比较，增加了一个比例因子。+古'w2 )。从 (23) 式得到 2D∞址气1-

4去)G气功J[i(l一哈) G(t') ])= (1+ 1~:言)-<G(仰(以而 Lamb 等人的结果是
/λ2\ 

2D优<G+(圳的>J 也是增加了一个比例因子。+ 1~w2)。两种方法得到一致的结果。

2. 光子统计

在稳态情况下，考虑到细致平衡的条件3 由 (17) 式可得到递推关系与光子统计分布

向+1.n+1 军 A(1+λ2/16ω2) 一 (n+1) B P"'"'(24) 
λ(1 十Aλ/16ω2\

向.n= 向.。白 A(?士?2/jh2: 1PK ， (2功

其中归一化常数

向，0= r 1+ 主 hA (1+λ2/16ω'J) -BK 1-1 

- L_L I ,fti f~\ ÎI.{1↓ A~U1nω2) J 
(26) 

稳态时的平均光子数

.A (1+川/16ω9) 一 λ(l+Aλ/16ω2L<n> = ..LL \-L. I I~ I ~V....， J B'" \~ , ~~"I ~~~ / f' ", n 

A一 λ (27) B 0 

与 Lamb 等人的结果比较，稳态时的平均光子数<n>

是相同的，并且都位于光子统计分布的峰值处。但光子

统计分布的曲线有所不同。在峰值附近p 我们的 Pn.n 值
比 Lamb 的要低p 在曲线的两端，我们的 ρ川值比 Lamb

的要高，如图 5 所示0

8. (1+λ2/16ω2) 因子

从 (17) 、 (18) 和 (23) 式可以看出，我们的结果与

Lamb 等人的结果的差异在于线性增益系数 A、衰减系

数 λ 和扩散系数都增加了一个同数量级的因子 (1+♂/

16ω勺 o 出现这个因子是因为在我们的阻尼谐振予的激

2 

。

l-Lamb 的光子统计分布;

2一阻尼谐振子模型的光子统计分布

Fig. 5 

l - L amb 's photon statistiωl 
distribution; 

" 

2一-Photon statistical distribution in 
the model oÎ dam ped harmonic 

oscillator 
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光振荡模型中p 考虑了阻尼谐振子的衰减辐射场与激活原子的相互作用。这就相当于在库

理论中，不仅考虑了自由辐射场与激活原子的相互作用，同时也计及了场的库与激活原子的

相互作用对激光场的影响。对于 Maser 或低 Q 值或高阶模情况，衰减系数 λ 可以很大p 频

率 ω可以很低， }，Pj16ú>2 项的地位将会显著表现出来，不能忽略。对于光频范围， Â..9 /16w.9 项

取的值很小，所引起的影响也很小。当忽略 J...2/16w2 项时p 即对 (14) 、 (15) 二式取零级近似

时p 则得到与 Lamb 等人的库理论完全相同的结果。 这正说明利用 Dekker 的阻尼谐振子

量子化程序来处理量子耗散问题是可行的。

我们知道，用以处理激光振荡的方法往往可以用来处理非平衡态量子统计力学的若干

问题p 这些问题也包含了开式系统，并且也受到非线性相干和不相干因素的影响。因此p 我

们期望这种方法在物理学的其它方面如超导、相变、 Josephson 辐射等课题上能得到应用。

承蒙司徒达和苏大春副教授审阅了全文p 并提出宝贵的指导意见，在此表示衷心感谢。

附录 1: 关于(9)式的证明

将密度算子向-1 变换到相互作用表象，则有

4.Hot 一~Hot
P~-f= e" Pa-je 。 (A-l) 

对(A-l)式两端作时间微商，并利用 (7) 、 (8)二式得

品产去[鸟， piJ+etE飞『fe-i

=一去[v飞ω +e护。个专(叫←:1'+川、

-2αP←ρ+)Je一护。 (A-2) 
中其

主H.t -i.H.t 1 _ ...11--'. ..n ", -u v-=e" Ve'品。 (A-3) 
利用 (14)、 (15)二式，我们有

r .λ 气 1
归，叫 =1 -iα。 +~(α。+αt) ， iat+芒:-(α。十α0'") 1

L 主w 哇w ~ . J 

=(-i+去)(i+去)[α0， αI(t]十￡TC川。]
=(1 +λ2/16ω2)[句， αtJ-À2/1ω2归。， adJ 
= [ao.. αtJ=lo (A-4) 

使用算子公式

的严=B十丢[A， BJ +丢[A， [A, BJJ + ... 

手口(A-4)式，令 g=iωt， A=a+a" B=α，容易证明

(A-5) 

4-H Dt -.!.H.t 
e ll • α6 起 =ei咽地rαf拙的t=αe ω飞

~H.t -.!.HDt e fl. • a+e 11 .α+e:iW'， 

r-EEOL-￡EotFE I • _ 0 11 Y. T' 0 j\ -V. _ T可
Ç".. .L t:.. =.L =-飞气了a α而

(A-6) 

(A-7) 

(.A-8) 

将(A-町、 (A-7)和(A-8)代人(A-2)式，则得到
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M-t(t) =-去 [vI， ρ~-tJ 一专(内ρ~-t+ρ!_，tCl +a-2αp!-，tCl+) 。
(9)式证得。

附录 II: 关于(18)的推导

利用对易关系

我们有

fabd=349 
cαd 

[αty p]=-3巳，
c/uo 

[aOJ a6] =l, 

问0=向P-Jι3 的=叫一丘 atao=αoat-l。
uω oα。

军Ij用 (B-2)式将(16)式变为反序形式(antinormal-ordered form) , 

θp ~~~+_~_~+ op ~+ 
aoαriP= αopα。 -ao-二-， paoα。 =α。ρα。一一-一 α。8α口，....--V-U OL.AJ vr-- .....u 81αJU 

α+_~ _~ _~+ ô，ρ ô(pαó) + ô2p 
。 ρα0=αopa。一α。-一二一--'O:--::~-:/=- + -:;一一-一，

Bα。 θαJ-BGDθα2 ' 

α+α + ô(α川 oo.t a~ = a"oa: _ ô( ραt) 0<'<0ρ=αoPα。一一叫一一一， ρα。 α。 =αoPα。一-丁~一，
。α 0.αó

+~+__~_^~+__C)~~ ôρ +'n~ ð2ρ ，~ ôρ 
α。α。 α。αóP=α。αoPαria。一α。ρα。 - 2laoα。一-""0 十。α。一二一一+-~U-.U òao -U , -U-U òaoòao ' 。百-，

ôp 牛 òp ~+n+ I n ò2ρ+ 
aoα。 ρ1Qoα。 =α。αopα。 θα口 θαt ooa03可药产。，

atαoat闷。 =α向Pαtα;-3αopat-2α肉之乙αt+α。α02巳+3α。三ι
---V--V òao --V • --v--v Òα. --v ðω。

}αθ'P ~中~+_I C) n ô2p ~+斗 ô(pαt) 月 ô:Jρ ò"'p 
。百了叫 '-"0 ， '-'α口百百可 <'<0 斗 ραr-uo百J高τ一瓦顶了

αtρα口αJα。 =(α才α。αtpα。)+。
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(A-9) 

(B-l) 

(B-2) 

将以上语式代人(16)式，用几率函数 P(aJ t)代替密度算子 ρ，用算子 α。的本征值 α 代替算子 α0，并且在

迁移项申略去比 Blal 2 小的项(但保留 BI α1 2 项)，在扩散项中略去 BI α尸和更小的项P 整理后使得到

1 f ò .-, • 1 . '/., . ." ,.. /> ", ò2P 
P(aJ 加 - ~l百[(A一λ -B[α12)αPJ+川 f+A(l 十 }..2/时〉瓦凉。
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A method of damped harmonic 'oscilIator in quantum laser theory 
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(Departll'阳lt 0/ Physics, Shanxi Univ旷'si旬， Taiyuan) 

(Re佣ived 20 February 1981) 

Abstract 

A model of laser osoillation 坦 suggested and in the lighi of也e quantization proce~ 

dure of Dekker' s di幽ipative systems，仙。 laser equa古ions of motion are derived ihrough 

both density operator and Langevin m创h0d9 respectively. They have been compared 

with Lamb's results of ihe rωervoir theory. H can be seen that Lamb's results are tha 

zero-order approximation of the results presented in this article. 
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On Langdsberg's (naH ,lJ,c6epr) dielectric constant ellipsoid 

Gmm YISEN 

(Nαnj如g I nstitute o! 臼mmunicat伽)

(Received 6 July 1981) 

Abstract 

Aoademician of the Sovie七 Union Langdsberg (JlaH}J;c6epr) introduocd a diolochric 

oonstan击。lli阴oid in ihis book "Opti倒". He oondsidered 尬的 the 古oial values of the 

diel创irio oons切.nts in orystals can be represented by a dielootrio oonstanb ellipsoid. The 

-three semi-axes of this ellipsoid are respωti vely of lengths 81，句， 83, i. e. the principle 

oomponents of the dieleotric oon巾.ni tensor, and the leng-th of any radius veotor of 

this ellipsoid is equal to 七he dielecirio oonstan t in 古hat direotion. In other words, Langd

sberg's dielecirioσonstan击。llipsoid corresponds io the dielectric constant iensor. 

It is pointed out in ihis paper that the dieleoiric cOns尬的 iensor oorresponds to 

Fresnel's ellipsoid rather ihan Langdsberg's dielecirio constant ellipsoid. This oorres

pondence relaiion is unique. Dieleciric consta时 tensor is a symmetrical second rank 

tensor, its six independent componenis are jusi equal to ihe six coefficienis of Fresnel's 

ellipsoid equaiion respectively. Maihmaiical derivaiion indicates ihat ihe length of any 

radius 飞rector of Langdsberg's elli归。id in not eq ual io ihe dielec忧ic cOns切nt in ihai 

direotion. Conversely, the surface whose length of radius vector in a given dirootion 恒

。qual io ihe dieleciricωnstant in ihat direciion，臼 an ovaloid of six degrees. 

Besides, in ihis paper, confusing terms, such as dielecirio constant ellipsoid, dieleo

trio ellìpsoìd Fresnel's ellipsoid and index ellipsoid, and iheir respective corresponding 

tensors are clearly de直ned.




