
第 1卷第 6 期
1981 年 11 月

光学学报
A臼A OPTICA SINICA 

Vol. 1, No. 6 
November 1981 

关于光学显微术和电子显微术中

的相位恢复问题

顾本源 杨国棋
(中国科学院物理研究所〉

提要

本文通过较严格的数学推导，得到一组由己知成像系统的两个平面上的光波强度分布去恢复相位的

Gerchberg-8ax旬n 算法口，2 ， 4] 和 M国11 算法方程阳。本文指出，只要成像系统的任何某两个平面上的波函敖

之间的变换是通过一个么正算符实现的，那末，由已知它们的振悟，采用 GS 算法便可以实现相位复原.

一、引

在物理学的许多领域中都存在着-个经典问题p 即如何由测得的光(电子〉波的强度分

布或散射微分截面去找回丢失了的相位信息p 重建波函数，这就是熟知的所谓相位恢复问

题。例如，在 x-射线结构分析中，只能测定结构因子的绝对值大小，相位信息明显地丢失

了;在散射问题中，由散射强度分布(微分截面〉只能给出散射振幅的绝对值，但是其相位资

料在确定散射物体结构时2 是必不可少的;当使用光学显微术和电子显微术确定物体的结构

时J 出现类似的问题p 人们只能直接地测得成像系统中像平面或某些其它平面上的强度分

布p 从而只知道这些平面上光(电子)波函数的振幅。为了确定物体的结构，必须获得波函数

的相位信息。由此可见p 相位恢复问题是很有意义和十分重要的问题。

关于光学显微术和电子显微术中的相位恢复问题，许多学者提出了各种复原方案和进

行了详细讨论[1-13J 0 1972 年 Gerchberg-Saxton 提出一种计算机算法口.2， 4 由已知像平

固和衍射平面(或称作出射光睡)上的强度分布计算出它们的相位(以后简称为 GS 算法〉。

1973 年 Misell 仿照 GS 算法，由已知两个具有不同离焦值的离焦像平面上的强度分布计算

披函数的相位 (Misell 算法)2 详细地讨论了计算中所遇到的各种问题。这些算法在许多情形

下都是切实可行的。-根据这些算法p 可以由己知成像系统的某两个平面上的强度分布有效

地计算出波函数的相位口但是，他们都没有给出这些算法的严格的数学依据。本文从更一

般情形下，采用严格的数学推导p指出只要成像系统的任何某两个平面上的波函数之间的变

换是通过一个么正算符实现的p 那末，由己知它们的振幅分布，就可以应用 GS 算法求得相

位分布。

第二节给出有关相位恢复问题的基本方程;第三节通过严格的数学推导，得到 GS 算法

方程式p 指出 GS 算法的普遍适用性;最后一节还讨论了算法存在的问题。
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一、相位恢复问题中的基本方程

1 卷

我们考虑一个物体，用相干辐射进行照明F 它的一般成像过程如图 1 所示。由于成像过

程是线性的以及任意波形可表示成平面波的相干迭加形式p 因此我们可以假定入射波为单

色平面波(波长为 λ。)~沿光轴入射，这样做不会失去问题的普遍性。为简化符号起儿，我们

只讨论一维情形F 所有结果可直接推广到二维。

样占:~l 架 Uo(xo)

\IXOt 

物

物平面

pm 

E 

• ---+-
σt 

l←-一-E

出射光磁

Ui(X1) 

.-一一-1/
先槐

象平面

图 1 成像过程的示意图(且表示高斯参考球的半径)

Fig. 1 Diagram of imaging procedure (R-radius of Gaussian reference sphaere) 

我们将直接紧靠物体的一个平面称作"物平面"其座标记作句，这个平面上的波函数

U。但。)称作物波函数。在光学和电子显微术中p 所研究的物体的结构信息都包含在物披函

数中，它是辐射场与组成物体的原子或分子相互作用的直接反映。一般说来， u o (xo) 还不

能直接被测得，通常要通过成像系统来观测p 所以实际上人们测得的是成像系统的另一些平

面上的强度分布，这些平面通常是出射光睦面(或称衍射平面，座标记作 ι光阑孔径的，像

平面(座标记作 aïl) 和离焦像平面(座标记作龟，离焦量 Jf); 与上述各平面相应的波函数

分别记作 P(白 I U，(的)和 U~ (X2) 。根据显微镜的成像理论口"气在傍轴近似下，物披函

数和像被函数之间通过脉冲响应 K(町，句。)联系起来:

肌(的)=jeM比笃。)UoCXo) =KUo, ω 
式中 σ。代表物平面上的有效孔径。脉冲响应是

K饥句叶J~只d蚓
式中 ~(x岛0， ç) 是出射光睡像差函数(测量单位为弧度)， ~的度量单位是f(焦距)， aïo 用辐

射波长 λ。度量F 必1 的度量单位为 'Ao M， M 表示仪器的放大率。

出射光睡波鼠数 P(~) 与像波函数矶(Xl) 之间互为傅里叶变换关系:

这里的 P(~) 可写成:

U，忡 J d~P机p{-2πjhJJPP 

P(白卡'x1U， (ψxp 。而j仇}=F飞，

(3a 

(3b) 
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P(~) = Jσω。 (xo)昭P问时间~)十Xo~J} 。
现在考虑离焦像情形，此时出射光睡上出现一个附加的波象差:

Af~2/2λ0， 

其中 iJf 为离焦量。于是p 出射光幢波函数变成

P'(ç) =P(~)exp {jπt1 jt2 Iλ。}，

离焦像的波函数 U~ (X2) 可表示成

U~ (X2) =FP'。

由 (3时 J (3b) , (5a) 和 (5b) 可得到 U~ 但2) 与矶(Ø1) 之间关系式t

U~ = GUi, 
U， =G-IU~J 

其中 G 和 G-l 算符为
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(4) 

(5a) 

(5b) 

(6a) 
(6b) 

G = F [exp (j~iJfe 1'Ao) F一勺 (7a)

G-l=F[exp( -jπiJf~2 Iλ。)F 勺 (7b)

容易证明 (6a) ~ (7b)公式完全等价于 Misell 所导出的方程即。这里，我们并不要求脉冲响

应具有空间平移不变性。

在光学显微术和电子显微术中的相位恢复问题可分为两个步骤:第一步，由测量一张

或两张图像的强度分布去求复波函数 P(白;第二步，由 P(ç)计算 U。但。)0 这里，第一步工

作最为困难，本文着重讨论3 而第二步工作已有许多学者作过讨论阳，本文不准备涉及。

三、 GS 算法和 MiselI算法的数学依据

1972 年 Gerohberg-Saxton 提出由已知像平面和出射光睡上的强度分布，用计算机迭

代求解算法求出相位分布口，2， 4] 0 1973 年 Misell 仿照 GS 算法提出由己知两个具有不同离

焦值的离焦象的强度分布计算其相位的计算机算法阻o

GS 算法的选代方程式是

u~n)ω= J ~P(R-l)(加p{-2呐白 (8a)

F的(Ç)=J 由1U川 (8b) 

我们把波函数写成

P (Ç) = jP(O lexp {j白 (ç)} ，

Ui (的) = j U,(X1) j exp {j~，(的)}。

GS 算法的步骤是这样的:最初任意给定<Þ10) (Ç)初值(例如，在一馆和 +π 之间无规取值)，

利用观测值 jP(~) I 构成试探函数严的(Ç) = jP(ç) I~xp {jφ~O)(ç汁，代入 (8a) 式，算得

Up) (X1) J 只保留它的相位 φp) (X1) 。令它与测量得到的 IU， (X1) j 组成一级近似披函数

UP) = j U, (Xl) i exp {j<Þr1) (X1)} J 代入 (8b)式计算得到 P∞ (~λ 同样地只保留相位 φ俨(白，

再与 IP (Ç) j 组成 P<l) (ç) = I P (~) I exp{ jφ俨 (ç)} ， 代入 (8a) 去计算 U~2); 如此迭代下去，

直到 jU~川的) I 与观测值 j U,(X1) I 之间平均绝对平方误差小到某一给寇值为止。

Mísell 算法则是利用何时和 (6b) J 算法步骤完全与 GS 算法类似。他们都没有给出算
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法的严格的数学依据。
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现在我们从更普遍的观点来讨论成像过程时， 1飞并给出 GS 算法和 Misell 算法较严

格的数学推导。成像系统中任意两个平面上的波函数矶和 U2 是通过线性变换 E 相联系

的:

U2=HU10 (9) 

如果辐射源总功率是有限的2 那末 U1 是绝对平方可积的p 线性变换 E 将 U1 究为另一绝对

平方可积函数民。在成像系统中J 通常感兴趣的是无损耗过程，即

)1阳U1 1户2d:伽Z叫←叫1=) jHU肌11 21咀dX20 ο
由于上式对于所有 U1 ι L2 (函数空间)都成立，这就要求

H.H+=H+.H=I, (11) 

土式表明 E 必须是么正算符，即 H+=H-10
我们认为在光学和电子光学中，由己知两个平面上强度分布去恢复相位的问题，可以采

用更一般的提法:如果成像系统中任意的某两个平面上的波函数

U1(X1) = IU1(ø1) lexp {jφ1(的)}和 U2 (X2) = IU2(x2) lexp {j白 (X2) } 

是通过一个么正算符 E 联系起来的，即

U2=HU1 或 IU2 1 =exp {- j如}HU1， (12a) 

U1 =H-1U. 或 IU1 1 =exp {-j1>1}H-1U21 (12b) 

那末由已知其振幅 IU1 1 和 IU川，可以用迭代算法恢复相位分布。

现在来证明上述结论。假定矶(Øl) 和民(Ø2) 都是带限函数(在物理上这是合理的) , 

那末可以取分立值表示。在选定的座标系(表像)下， (12a)和 (12b) 可表示成有限维的矩阵形

式。具体地说p 如果 U1 (Ø1) 和 U2 (Ø2) 的取样点数目均为 N， 则 1 U1(X1) 1 和 IU2 (x2) 1 相应于

N 的单列矩阵， H 和 H-l 为 NxN 的矩阵， exp (- jφ1) 和 exp( -jφ2) 为 NxN 的对角矩

醉。所谓恢复相位问题，就是要求找到这样的 φ1 和白，使得 exp {-jφ2}H. [jU1 I exp{j队}]

尽可能地逼近 IU2 10 两个矩阵 A， B 的逼近程度，用"距离刀 D 这个量来描述， D 的定义
是时， 11]:

1 
D2= IIA-BI12= ~T ~ 1 (A)rm一 (B)叫 2N 1.;;二 1

2 =去'1'，. {AA山B+} 一万 Re Tr(AB+) 0 (3) 

Tr 表示矩阵的阵迹。如果 D=O， 则 A .tr B 的所有矩阵元都相同;如果 D 不为霉，则 A 与

B 的矩阵元之间平均差别为 Dj..J万。在相位恢复问题中p
A=!U斗 B=工 exp {-jφ2}H[!U1 !exp {jφà1 

均为单列矩阵，要求 B 逼近 A，距离 D 为

D2= 1!IU2 1-e一抽HU1 11 2

= 去 {阳叫T叽阳川r[川[IUι叫时川2斗r川|尸内2勺] 十Tr [川r[IU1 1尸2勺] 一 2ReT俨

= 去 {T轧叫川r[山[IU几叫时川2斗J川|尸内2勺] 十T叫川r[山[IU矶归川川1斗俨川|户内2勺干川]卜川←→2ReT叫叫T氏阳r[叫U1叫I+HU贝归2斗ι]
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在这里，我们利用了矩阵阵迹的轮换不变性。真正的相位分布，原则上可以由解下面的变分

方程得到3 即

Ô~lJ ~l" 1 u2 1 →-i~IHU d = 0, (15) 

式中 Ô~l''''" 包含对在和白求微分p 因此 (15)式实际上是 2N 个方程组，当 φ1 (:V1) 和 φ2 位。

为连续函数时就是变分方程。我们通过以下讨论，可以比较简单地得到 (15)式的解。要做

到最佳逼近2 则要求职最小F 即要求

~ ,/ _.t~_'- /"""TT I TT I J...' 2 "T""'to .:-.. / _ Q= 万Re星 (巾收e肘一→叫j

最大o 只有当求和之中每一项都取绝对值时， Q 才取最大值，于是有z

此外， H 为么正算符:

ei~=H I U1 1 ei'~1/ ABS (H 1 U1 1 ei叫 (17a)

é~'主 =H+ IU2 1eN>'jABS(H+ lU2 !e;吟 (17b)

H+=H-l, (170) 
其中 ABS 表示取绝对值。方程组 (17a) '" (17c) 正是 GS 算法的最普遍表示式。如果令

U1 =P, U2 =U1, H=F, (17a) .-v (17c) 正是 GS 算法，而令 U1 =矶J U2 = 凹， H=GJ 则
为 Misell 算法。

四、讨论

本文从更普遍的角度p 讨论了成像过程和相位恢复问题，通过较严格的数学推导p 得出

GS 算法和 Misell 算法方程。我们指出，如果成像系统的任意某两个平面上的披函数是由

一个么正算符联系起来的，那末由己知这两个波函数的振幅分布可以应用 GS 算法恢复其

相位。 GS 算法和 Misell 算法仅仅是上述结论的两个特例。

使用计算机迭代算法求相位分布有两个关键性的问题:其一是这种迭代算法是否收

敛?收敛的速度如何?其二是所求得的解是否唯一，与初始值有否依赖关系?关于由已知

两个强度分布求相位的解的唯一性问题，已有不少论文做了详细的讨论风7.1013 在己知相位

解唯一存在的条件下， GS 算法是十分有用的。

Gerch berg-8axton -Misell 曾经讨论了这种选代算法的收敛问题[1""剑。但是，从本文讨

论看来， GS 和 Misell 算法只能做到 D最小，并不能保证任何情况下都能够使 D→0，对于

某些波函数， D 可能在取某一较小值之后，再继续选代下去时，不再减小p 这时只好采用各

种数学计算技巧来继续逼近下去。

假如系统不满足能量守恒条件 (10) ，那末就不必要求 E 是么正算符。例如p 当系统中

存在着衍射损耗p光学元件存在着吸收时p 只要旦的复共辄算符 H+ 是存在的，那末仍然可

以应用 GS 算法来恢复相位。
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On the phase retrieval problem in optical and electronic microscopy 
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Abstract 

In this pa per, a set of eq口ations for retrie飞ring phase from two intensity distributions 

in the image plane orsome other plane of an imaging system was obtained by the exactly 

mathemaiiical deriva也ion. The equa也ions are completely analogous to the algorithm 

suggested by Gerchberg-Saxton [1, 2 ,4.] and Misell [3J. We poin t ou七白的， if the transfor

mation b的ween Íiwo wave functions is performed by unitary operator and ono of the 

wave functions 坦 absolu拍ly square integrable, the phase reconstruction from the known 

in切nsi句T distributions in a月r 也wo planes of a且 i皿aging sys抽血 can be achieved using 

GS algori也hm.




