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稀疏物体与连续物体的投影重构性质

王能鹤
〈中国科学院上海光学精密机械研究所〉

提要

束文论述了寓散点集与连续物体的投影重构的不同性质. 对于离散点集，只要少数几个投影便艳唯一地

重构出物体。对于连续物体，技彰的必要数目与物体中可分辨的单无数成正比，并且技影上采样的数目与拉事

散有相互础立的要求.另外，还对点编码图像的纵向分辨能力作了讨论.

一引

一般认为非相干光不能对三维物体成像。其实不然，普通光学系统一般都能对物空间的

一个三维区域成像到与之共辄的像空间的另一个三维区域。非相干光三维成像的困难在于

不能-次记录与重现三维像。例如p 在大数值孔径的显微镜中，纵向分辨率与横向分辨率相

当 p 因此，一次只能记录焦深以内的一层物体图像p 其它层次的图像则是完全糊模的。所以，

一次记录不能得到深度方向的信息。而对于相对孔径较小的光学系统，它具有较大的焦深，

我们能够记录焦深范围内的三维物体信息F 但是F 这种记录乃是三维物体的二维投影3 缺乏

立体感和足够高的分辨率。至于对于 X 射线或 γ 射线p 没有适当的成像系统p 自然只能靠

投影成像。依靠多次投影p 综合三维物体已有比较成熟的技术[110

编码成像是非相干光三维成像的新方法。 但是p 无论波带片编码成像或者随机点编码

成像y 对离散物体比较有效，对连续物体总不太成功[210 目前，对这类现象缺乏分析。从信

息论的角度看，编码成像所记录的信息是否足够地多，以至可以重构三维物体，这是值得分

析的。

作者认为3 随机点编码图实则上是若干个点投影图的选加。本文讨论物体的疏稀程度

的两个极端情况，即离散物体和连续物体的不同的投影重构性质。可以证明离散点集只要

少数几个投影就足以三维重构物体，而对于连续物体p 投影的数目必须与欲分辨的物体单

元数目成正比。在这个基础上p 讨论了点编码成像的有效性。

二、有限点集的投影重构

如果空间有一些离散的物点，它们的大小比可分辨的尺寸要小，它们的光学性质(发光

强度或吸收系数、散射系数等)与周围的介质相比有明显的不同，那末这些点就组成了有限

可数点集。当只注意离散物体的位置时，这些物体也可近似地作为有限点集。

收稿日期 1980 年 10 月 31 日



1 卷光 报且民
寸· 学502 

当一个点的任意两个方向的投影己知以后，把这两个投影作反向投影y 相交点就是这个

物点的重构像。一般认为F 由两个投影可以区分两个物点的位置。实际上p 这是不充分的。

为了简单起见p 我们分析两维问题。设有 A、B 两个物

点。已知它们在两个方向的投影为{A' J B'}; {A" J 

B"}o 作反向投影，我们将得到 A， B， G， D 四个点

(因 1) 0 如果原来两个物点的投影性质是相同的，那

末，我们将无法从这四个点中确定究竟哪两个点是像

点。 由此可知p 当我们说可以从两个投影区分两个物

点的空间位置时，我们暗中已经假定了这两个物点的

投影性质是不同的e 在图 2 中，我们以线段的粗细表

示这两个点的不同的投影性质。显而易见，两根粗线

的相交位置即为 A， 两根细线的相交点即为 Bo -t民

国 1 祖线与一根细线的相交点 C 和 D 则是假像。

/' 

.A" ]3" 

图 2 图 3

若把两个物点作三个不同方向的投影(图 3) J 再把这三个投影图作反向投影p 则将得到

两个三条线的相交点，以及其余六个两条线的相交点。因此，真像与伪像的强度比为 3:20

对于两个点的情况可归纳在表 1 中。

表 1 二个点的投影重构

Table 1 Two points' projection 

技 1号次数 2 3 n 

信号点数 。 2 2 2 

曲像点数 。 2 6 n(何 ~1)

真伪 f象强度比 O 1:1 3:2 说:~

对于三个点的情况3 两次投影得到 9 个等强度点p 其中三个点是真像3 六个点是假像} J't 
伪像强度比为 1:1 0 三次投影有可能得到三个真像J 18 个伪像点，真伪像强度比为 3:20 ~~ 

伪像点简并时y 又会出现与信号点等强度的伪像。这时3 我们需要四次或更多次投影数。三

个点的投影重掏性质可归纳为表 20
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投影次数 工

信号点数 。

伪悔点数 。

真的像强度比 。

稀疏物体与连续物体的投影重构性质

表 2 三个点的投影重构

Table2 Three points J projection 
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依次类推F 设物体是由 N 个点组成的(例如 N 个原子组成的大分子)1 投影次数为 M1
则重构物体的必要条件为

M>31 (ta) 
而充分条件为

M>N o U~ 

但是3 由于投影的方向是随机的p 若物体的点密度足够小，即物体足够地稀疏p 则第 N+l 个

反投影遇到前 N个反投影的伪像的几率也足够地小。由此可知p 有限点集的投影重构所需

要的投影数略大于 3。当集合的元素的数目 N 较大时3 实际需要的投影数 M<<N。这是点

集投影重构的基本特点o

究竟多大的真伪像强度比才能充分区分真像与假像，这与系统的噪声性质有关。在 X

光投影过程中p 噪声的来源主要有两个部分~X 光的量于噪声与底片的颗粒喋声。

根据 Goodman(2]的意见，信噪比不是定义为信号与噪声平均值之比 l/<N) ， 而应该定

义为信号与噪声的均方根偏差之比 S/σ，两者有如下关系

S 1/<N) 
二?一 [1十 2I/<N)Jl/:J 0 

(2) 

对于离散点源p 底片的颗粒噪声引起的 I/<N)可表示为[2J

1 /(N)oc (Lf max) 2, (3) 

其中 L 为底片的有效工作尺寸J fmax 为底片的 MTF 的截止值。 因此J I!<N)与底片的空

间带宽积的平方成正比。又因为 S/σ 是 1/(N)的单调上升函数p 所以，当底片的空间-带

宽积足够大时， ßjσ 具有足够大的值。

X光的量子噪声就象电子学中的散粒噪声一样3 满足泊松分布，不过这里是指 X光光

子F而不是电子。这部分噪声满足下列关系

1/ (N) = lcnol (4) 

其中 k 为一常数， no 是光子的平均数。

显然，只有在下列条件
1， -11) >σs 斗一 σp (5) 

被满足时p 我们才能够从强度的大小区分真像与伪像。这里 1" 町为真像的强度和均方偏
r 1 1 1112 ! k \ 112 

差， Ip、 σp 分别为伪像的强度和均方偏差。当 1/<N) >>1 时1 8/，σ=1 二二一，. ={一 ) l2 <N> J \2 ."V / 

用这个近似表达式p 条件 (5) 可以化为对真像与伪像的强度比 1，/1， =γ 的要求

γ>iby月十1
(id/2-1 。

(6) 

在低噪声情况下J (6)式成为 γ>10
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-~、 连续物体的投影重构

在讨论点集的投影重构时3 我们已假设任意两个点之间的距离足够大，以至在每个投影

中y 我们都足以分辨任意两个点投影p 除非它们正好排列在投影方向上。或者说F 在深度~/f

向排列的两个点p 只要两次投影的方向之间的夹角足够大，我们总可以分辨它们。在这种假

定之下p 可以不讨论分辨率的问题。而能否重构则是以区分真像与伪像(在一定的信噪比条

件下〉为判据的。对于连续物体p 投影重构的可能性总是以一定的空间分辨率为基础的。下

面p 我们推导投影方式、各个投影中采样数 N 以及投影数M 与空间分辨率的关系。

为了简单起见p 我们以二维物体的一维投影为例p 推广到三维物体的二维投影是直接

的。设二维物体为f怡， y) (见图。。从伊方向得到投影f" (x') 0 将直角座标(侈， y)旋转到

(x', yf) I 则 ff1(均为

, '1 

~' 

5 

" 

f' F认o

因 4

川') .".. J二 j(x'， 川 dy'，

‘ f(x' , 的的二维傅里叶变换为 F(已的:

F(Ç'， 矿) = fJ以扩)e…呐)川v' () 

设 f. (x') 的一维傅里叶变换为

(7) 

(S) 

将 (7) 式代入 (9)式为

FøCÇ') = f川) e12叫do

]i'ø的= JJ 

飞
飞J
J
/

nd /lk 

(10) 

比较 (8) 式与 (10)式得到
F Iþ(Ç') =F (f，气的|霄'=0。

这称为投影的中心切片定理口 o
设 J，，(的仅在(-x二 X') 区间内有不为 0 的值3 并在这个区域内进行均匀果样y 采样点

数为 No 按照来样定理3 若投影的傅里叶变换是带限的3 截止频率为 fJ， 那末J 由采样值革构

技影的必要条件为，采样间隔叫足 L1x<寺，即

(11) 
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N>4X'Qo (12) 
设在 [0， π] 角度范围内等角间隔地取 M 次投影，角间隔 d 为

AOzfto (13) 

根据中心 00片定理， M 次投影相当于把频率域分为M 个扇形。

在计算机截面层析术中，都可以进行这两种采样。在光学模拟截面层分析中，每个投影

中并不需要采样。但是2 比较这两种采样是有意义的。由 (12) 式可知，在频率域内径向来样

点数为 N， 间隔为

/10= -:1一向
2X' 口

(14) 

从频率域的极座标中看 (p， 的，径向采样 N/2 次p 切向采样 2M 次。这两种采样是相互独立

的3 投影中采样数目 N 增加，不可能降低对投影次数 M 的要求。 N 的要求由 (12) 式决定，

而 M 的要求如下:

M>2πXQ， 

而衍射分辨率 /1X 为

JX~去。
结合 (12) 、 (15) 和 (16) 式p 我们得到 N、 M 和 LlX 的关系为

M~ 23t" -=ζ 
JX' 

4X N ;p: ?; • .L:-~ ~ 
/1 X 0 

由此可知p 投影重构不是要求总的采样数多，而是要求 N， M 分别足够大。

在极座标中，傅里叶逆变换为
r2ar rQ 

(15) 

(16) 

(17a) 

(17b) 

f(I{'， φ) = Jo dB Jo dp.p.F(p, B)exp[-2时俨ρ ∞s((} 一φ) ]， (18) 

其中 F(ρ，的是投影儿(z) 的一维傅里叶变换。从(18)式知道p 技影重构的过程是:先将投

影 f"， (z)进行傅里叶变换p 再进行 ρ 滤波和 rec叫-丘)切趾，这样得到
\ D! 

rD 

g仆，伊， 0) 0= Jo d.ρ·ρ .F(ρ， 0)呻[-i2'f俨ρ ∞IS(O 叩) ] 0 (19) 

最后把这些中间结果全部投影到伊轴上。这个过程一方面在标度上进行 008(B-伊)的变化，

另一方面完成对 0 的积分。所有实际使用的方法都等同于上述过程阻。

四、讨论

(一)在《非相干光学处理》一书中 [4] 作者论述到编码图像的三维性质时指出，这些技术

十分紧密地与物体的稀疏程度有关，这乃是不必说的。当面对漫射的以及或多或少连续的

物体时，所有这些方法都是没有希望的。他是根据实验得出的结论3 我们认为这正与技影重

构有内在联系。



506 光

却

学 问.(.
气p 报 1 卷

三维物体的点编码像对深度信息来说F 本质 t是一

个技影图，是几次点投影的迭加。从点编码像中提取三

维信息可以分两步进行。第一步把相互重迭的点投影像

分离3 这用相关解码方法可以实现旧。第二步用这些点

投影像重构三维信息。实际上3 目前在编码成像技术中，

这两步是同时进行的2 但深度分辨效果不好。我们认为，

这是缺少投影数目的必然结果。

点编码像的投影性质与第二节中讨论的问题的差别

在于，后者是平行:yt束的投影，前者是扇形光束的技路。

文献 [6J 详细分析了扇形光束的投影重构问题(图功。国

图 5 中 C 为投影中心， 0 为座标原点; B; D , g, g' 等参数的

含意如图 5 所示J OP 方向的投影记为 P(Z'， fJ)， 或者用 (g'， β) 座标，投影记为 h(g'~ 酌，则

物体恢复公式为

FEfkrh(BD- g'Dβ) 
j(俨p 伊>) = (2π)l14dgp岖，

)0 J 一∞ B (g- g')2(ß2 -1 

B(BD-g'Dβ) ~O， (20b) 

这里 Dβ= 旦旦。 (20b)是恢复公式的约束条件F 物体的大
dβ 

小以及投影中心 C 的运动轨迹必须受 (20b) 的限制。在编

码孔成像中p 若干点的投影相当于对 β 的积分用几个项的

求和来表示。显然，这种可能性一般是不存在的3 或者说3

只有在采样定理被满足的条件下才是可能的。

(二〉若响个技影不是在 [0， π] 以内均匀安排F 而是集

中在角度 θ 以内(图 6) ，并且;南足

θ1 
m -- ~ 2 .... Y" ' 

(20a) 

句

ζ 

[} 

图 6

(21) 

其中 Q 为截止频率， 2X 为物体大小。这相当于在 E 和 η 两个方向上截止频率是不同的p 在

5 方向的截止频率为 D， 在勾方向上p 截止频率为 Q sin θ，结果，纵向和横向的分辨率分别

为

AX", _1_ 
2Q' 

AYf"oJ 1 
2ρsin θu 

(22时

(22b) 

如果我们把成像过程看作是物体经过各个信息通道(即每个自由度7的技影，那末这些

投影是集中张角 Dlj 之中的3 即 θ=DI/， 因此p 纵向分辨率比横向分辨率低 sinθ 倍。

本工作得到王之江同志的指导F 谨表谢意!
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The reconslruction properties of the dilute objects and 

the extended objects from projections 
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Abstract 

The reconstruction properties of the dilute objects are different from the exl,ended 

objechs. The dilu也e objects can be recons七ruo也ed from a few of projections. In 尬。 oase of 

the extended objects，也he projection number needed forreconstruct is proportional to tho 

number of resolvable elements. And the projection number Oann的 be decreased by 

means of augmenting sampling points in each proje的ion. The dep也 resolution of the 

d侃。oded imaging is discussod as well. 
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TM 500 Solar Simulator 

Solar 8imulator 8erves as an i皿portant equipment in space technology. 

It i5 mainly used in the simulating experiments of optical-electronic conver8Îon of 801ar cell, 
physical-chemical properti四 dogradation of spacecraft and its hardwares at radiation of sun light and 

UV rays, thermal 吨uilibrium of spacecraft and sa阳llite attitute ∞ntroL 

Model TM -500 500W miniature solar símulator uses short arc X• lamp as a ligbt 8ource. The 

Bpecìfications are listed as following: 

Effective radi时10口 area 100 x 100 mm!l 

llluminance a solar constant, 
Uniformity 士3%;

CoIlimation 士2%，

Stabilization 土2%，

Continue Operation time 4 homs) 

Spectrum, Matching with 801ar spectrum at the atmospheric ma8S is zero . 
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