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提要

本文对于任意形状阶梯折射率光技导和任意缓变折射率光技导，利用算符理论方法，推导出介质波导

的井矢格林函数本征模展开式的通用表达式。得到的电型并矢格林函数表达式由包括九个并矢分量的本

征模展开式和一个奇异项组成.根据这个表达式，只要给定介质波导的本征模，就可以得到该放导的井夫

格林函数.

一、引

并矢格林函数在微波理论中早已有广泛应用h飞近十年来p 伴随微波、遥感、纤维光

学和集成光学的发展p 并矢格林函数的理论和应用也得到进一步的发展[4410 但是p 目前有

关波导并矢格林函数的工作大部分是针对微波波导的，有关介质波导的工作报导还很少。特

别是，当介质波导具有渐变折射率分布时3 目前还没有可用的结果。 Felsen[81和林为干19J都

曾指出需要进一步发展并矢格林函数的理论和应用。 Felsen 认为，用并欠格林函数等工具

处理任意形状和任意折射率分布介质波导的激励问题是有意义的3 也是可能的。

要解决 Felsen 提出的课题p 首先必须求得任意介质光波导的并矢格林函数。本文在介

质光波导具有阶梯折射率分布或缓变型渐变折射率分布的假定下3 求得了并矢格林函数本

征模展开式的通用表达式p 其特征与 Taí[3]对金属波导得到的完整解一致。与已有工作风到

使用的方法不同，我们把并欠格林函数分成纵横两部分3 先用算符理论方法求得其横向部

分3 然后利用纵横两部分的关系推得纵向部分y 并且在推导中只引用对波导横截面积分的通

常正交归一化条件口0] 回避了引进对全空间积分的正交条件L飞本文的结果适用于纤维先

学和集成光学中的大部分波导。

~、 波导算符及其谱表示

设介质光波导是由各向同性、非磁性、无损耗材料构成的，被导轴与坐标系的 z 轴重合，

被导的折射率分布记为何=n(cv， y) 。假定 n(cvJ y) 是定义于区域(一∞<CV<十∞∞〈

'!J< 十∞)上的如下任何一种函数

(1) '711为逐段(片)常数型阶梯函数:

(仰1 (当 (X， y) 在区域 Q 内)，
而(必} v) =i 

(仰2 (当 (XJ Y)在区域 Q 外)，
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式中 Q 代表 wy 平面中任意形状的有界域(波导芯)} 7/11 和阿且是常数且叫〉饥20

(2) 何为逐段二次连续可微的缓变函数，在坐标原点 '1b = n(O, 0) 取最大值，随着俨L

~写F 的增大 n(必， y) 单调减小(未必圆对称)，且当俨→∞时 '1b(佬， y)• 'fbc, I[b。是常数。缓
变指饥的变化很平缓以致可认为'\77/12;::; 0 0 

上面提到的 '7l2、 'J?，o 通常代表波导包层的折射率p 包层可以是空气p 也可以是其他介质。

许多波导的折射事分布可归类为上述两种形式之一。例如3 对称平板波导、矩形波导、圆形

和椭圆形阶梯折射率先纤[10-12)属于第一类p 缓变折射率光纤[12)属于第二类。以下假定"是

上述任何一种函数。但要指出F 以下的论述对非对称平板波导[10]、多层介质膜平板披导ιl::Il

以及任意渐变折射率波导用阶梯折射率近似[12] 的情形也是成立的(因其本征棋谱与下文叙

述的相同)。

元源介质光披导中的电矢量 E 和磁矢量 H满足以下 Belmholtz 方程

'\72E+ n2kõE = 0, (1) 

'\72H +7/l2kÕH =0, (2) 

式中 ko=ω~石是真空波数， ω 是电磁场的角频率pε。和 μ。分别是真空介电常数和磁导
率 E和 H中已略去因子 e'飞 i= 旷士1 是虚数单位J t 是时间变量。对 n 为缓变函数的情
形， (1)式和(2)式利用了近似'\7n2~00 E和 H应满足的边界条件是

((RXE旧RxE)n
(R x V x E) s+ = (R x V x E) .-, 

(3) 

(川叫xH)

(去 Rx VXH)s+=(去 Rx '\7 x的Ir， (4) 

式中 s 表示区域(一∞〈必〈十∞p 一∞<v<+∞，一∞<z<十∞〉中不同介质的界面(波

导边界)， s 的上标+和一分别表示从界面不同两侧趋于 s 的极限 R 表示异国 s 的外法线

矢量。我们还要求 E和 H于 Z 的无穷远处满足辐射(出射披〉条件口430

设满足 (1)式和 (2) 式及边界条件 (3)式和 (4)式的波导本征模可表示为

E~p) (r) = rff~p) (勿J 'Y )e-iJ)ß气 (5)

H}p) (的 =fJPJ(gpy)rwdp(6)

式中 T 表示变量 (x， '!I, z); 下标 v 表示模式(某些波导需用双下标表示模式，为简化符号比

处仅用一个下标表示); tS'俨和 -HPJF〉分别是 E~p) 和 JFF) 的横剖面分布;上标(p) 可取(寸.)

和〈一)，对应的指数 p 取 +1 和一 J，分别表示前行模和后行模;ßv 是本征模传播常数。

把 (5)式和 (6)式代入 (1)式和 (2) 式，可得到本征模横向分量满足的本征方程

NffZJt=庶民~ n) 
盐矿vt=β;~vt， (8) 

式中 rffvt = I'~t)， ~时= :;F~t)， 下标#表示矢量的横向分量;N 和 M 都表示如下形式的二阶
微分算符

ô2 
. ô2 句'一~，，-十一~<)-十 n2k~"ðx2 . {}γ2 

(9) 

但(7)式要求满足边界条件 (3) 式，而 (8)式要求满足边界条件 (4)式。也就是形式相同rm
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要求不同边界条件的算符我们用不同的符号表示(见文献 [14J ， p.175)o (7) 式和 (8) 式表

明， 8叫(珉，t)和成分别是 NCM)的本征函数和本{iE值F 且 N 和 M是与 z 无关的线性微分
算符，这一性质是以下使用算符分离变量法的基础。

根据微分方程理论wn可以推断由 (7) 和 (8) 式所确定的本征模谱存在且只有离散谱和

连续谱。因此p 可设披导的本征模谱已知J 并按光波导理论中的模式分类法将其分成三类:

导模(离散谱)、辐射模(连续谱p 品为正实值)和消失模(连续谱， βν 为纯虚数)。它们全体构

成一完备正交系，我们设它们已按 Marcuse[10J叙述的规则正交归一化D

根据本征模集合的完备性，利用模式的正交归一化条件时容易验证在广义函数相

等M意义下成立关于算符 2 的如下并矢谱表示(又称算符 2 的谱分解)
• 1 ~ IβJ Itð (必一 x')ð(y-y') 一一，，~- ~-{一~~ Æ' "t (x , y) [k x .7F:t (x' , y'汀 (10)2p ~ 队β;

式中 It =ii+ii 是二维单位并矢j o(x)代表 Diracð 函数;星号表示复数共辄jP是模归一

化功率;对导模和辐射模 Sv=1; 对消失模 8，， =1 或一1，由归一化条件口0]决定;求和号是对

本征模的各种波型和每种波型的所有模式求和，并且对连续谱的求和理解为积分川。与

(10)式相似，我们也容易验证关于算符业的并矢谱表示

一一 1 ~ 1βvl Ito(x-x')ð(y一的一 n...J.n ~二-JFM(mpg) 阴t(a;'， y') xkJo (11) 
2P ,";" Svβv 

(10)式和 (11)式是微波波导理论中类似结果∞在介质波导情形的变形2 它们分别等价于

介质波导中任一功率有限的电磁场的横向电矢量 Et 和横向磁矢量 R可按本征模展开山。

但要注意，这种展开与有源波导中整个电矢量 E按本征模 EJP〕展开是有区别的(见下文

(45)式)。

三、介质波导的并矢格林函数

有源、介质波导中的电磁场所满足的 Maxwell 方程为

VxH=iωεo'fIPE+J， (12) 

VxE=-iωμ'oH} (13) 

式中 J是电流密度矢量(在光波导理论中 J多半是由激励或微扰等因素构成的某种等效电

流密度)。为求解(12)式和 (13)式，我们可考虑如下并欠 Maxwell 方程

VxGm=iωε。伯2Ge+lð(r-r') ， (14) 

VxGe= -iωμoGm， (15) 

式中己略去因子 eí吨 1 = It十 kk 是单位并矢(三维的); Ge 和 Gm 分别是电型并矢格林函数

和磁型并欠格林函数飞 ð(r-r') =ð(必-x')ð(y-y')ð(z-z') 0 同上节一样p 我们考虑的区

域仍为(一∞<x<十∞，一∞<y<+∞p 一∞<z< 十∞)，要求 Gð 和 G刑在无穷远处满足

·此处定义的井矢格林函数与文献 [3] 定义的差一个因子，文献 [3] 是利用武 VxG.=Gm 和 VxG刑=k2G.+

1 õ(r-r')来定义 G. 和 Gm (且文献自]， (1) 式和 (2) 式) I 其中 k=饲koo
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辐射条件及如下边界条件

{~川中ω
(R X \1 X G')8+= (Rx 'V x G,)r, 

(16) 

{;机)8+= (机)

(~…) ,+ = ( ~2 R x 'V x e:) :2 R x 'V x Gm } ,+ = ( :2 R x 'V x G", )'-0 

容易证明(文献 [3] 的 (35)式和 (36)式)~如果 Ge 和 G"， 是 (14)式和 (15)式的解，则 (12)和式

(13)式的解为

(17) 

E(介j百份，们 .J川r'.

H(←j民(r， 的 J川r'.

(18 ) 

(19) 

式中 dr' =da;'句'dz' 0 

显然，若将 G， 和 G"， 写成

Ge=E<Z)i+E<1I>j +E(Z)k, (20) 

Gm = H(Z)i + H<吁+H(Z)k, (21) 

则 E仰和 H<。恰为电流密度为 αi8 (r-r') 的"源"所激励的场，此处 i=叭队 Zlα， =i、 j、 ko

我们将 G. 和 Gm 按以下方式分成纵横两部分

句

'
刷

了
h

←G

‘

U
U
什

只
问
{
口
问

一
一
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广

…
灯
闪
…
风

(22) 

(23) 

式中

吭
吭
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e 

+

十

17 mpa 
+
十
哇
哇
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阶

一一

一-

户
们
同
…
比

(2J) 

(25) 

G mt = Hi!C)i + H~II)j + H~忧， (26) 

Gmz = H~Z:)i + H~Y)j + H~z喝 (27 )

其中下标 z 表示矢量的纵向分量， t 仍表示横向分量。把(22)式和 (23)式代入 (14)式和 (15)

式，比较两端分量相同的项，可得到

γfX Gmt=iωε。n2Gez+ I;/J (r-r') , (28) 

'VtX Gef=-iωμ'oGmz， (20) 

θ.θ ←→ 
式中'Vf=i 一-+J 一~. It: =kk。 由 (28)式和 (29)式可知， 若能先求得 Get 和 Gmt， 则立即 l可

θ5 句'

得到 Get: 和 GfTlll 1 从而由 (22)式和 (23)式得到矶和 G"，o 以下，我们就根据这个性质去桩导的

和 Gmo
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对 (14)式和 (15)式作散度运算p 得到

4ωEOV' .n2Ge十γ .10(俨 -r') = 0, (30) 

\l .Gm~=Oo (31) 

注意到此二式p 由 (14)式和 (15)式经矢量运算可推得 Gef 和 G刑t 所满足的方程

(二二十n)比=一[ - iW/JIo Ì~ô (r斗')+忐 \l t (;2 \l. ÏÕ ( r - 1") ) J, (也〉

(乓+政)试st=-IVt × 2;8(T-T忡kx It 兰~ ö(r-1"), (33) 
飞 OZ~ / L 0函

式中对 Dirac ö 函数的导数指广义函数导数[1飞算符$和 111 对应的边界条件现在分别为
(16)式和 (17) 式。

为求解(32)式和 (33)式，我们先来求解如下两个算符方程

(丢十Ñ );: = - Ï:ö(æ- a;')ö(y-y')ö(叫)， (34) 

(~丢二+ 企均);头J←= 一Zb8 (仲￠←…一x') Ö (y 一才4训jρ州州F丁呱)川阳8町协(
形式地视 b为常数F 由算符分离变量法(见文献[口14句J ， ~5.3轧， ~ 5.ι4电， ~ 5.13功)，可将(侈34) f 

式的解写戚
"‘--+ 

g6(1', 1") = 一土i'""";;" e-，vßI.-e'IItô (x - x') Ô (y一ν) 。
2i、1$

(36) 

把 (10)式代入 (36)式，并注意到 (7)式及算符函数以$)作用于 tCllt 时 rp($)C"t= 伊(β;) t!'vt，
可得到

… 1 ~ 1 
ge(r, 1") = - 4;P 芋瓦顶才 ~，.，t(X， y)[kx .JF;'t(x', y')Je-iß~lt-.e/lo (37) 

类似地，利用 (11)式可推得(35)式的解为

瓦μ仔队J 1"的介)忏=古芋始←M玩#川川(但仇川川￠吃川叫J y)ω)附
应当指出，我们推导(37)式和 (38)式时没有使用边界条件p 这是由于本征模是满足边界条

件的3 因而它们的组合构成的(37)式和 (38)式必然满足边界条件。

利用 (37)式把 (32)式的解表示成积分形式后，应用分部积分并注意到 4ωμ。(kx 矿~t)

- \lt-C::c- iβ;d;t 和主T川町'I=iβv[F(z-z') -F(z'一仙叫'41，可推得
oz 

… 1 f … r 1 … 1 
Gllt仰，的 =-iωμog，仰，的+气一 I 9,(r , r"). 'Vt ，，/ 专 V.lô(r"一的 /dr"

也白)(;0) - - - l '17/" r .J 

z 一土z一」一- tS'vt(a;, y) [β;r;t(ZFP UF) 
4P78，， 1βvl 

+βV~:Z(XIJ y') (F(z-z') -F(笃'-z)Je-tß"lIIHI飞 (39)

式中 F(均是单位阶跃函数。

类似地p 利用 (38)式把 (33)式的解表成积分形式后，并注意到 "t-C:t = .-iß:tff:. (对缓
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变折射率利用了近似 Vn2 ';::j时，可推得

f←→「←→·→θ1
Gmr(r, r')= I gm(r, r")-I Vt"xlzo(r"-r')+kxlt ")~" ð(r" • r') ldr" J !1m \. '1, '1 ) - L v t" ^ .L ZV \. ' -')'- .., A .J- t ÔZ" v \. --'} J 

1 ~ IβJ -=-一~~-i立旦L .K t(窍， y) [β:61z(侈的
4P"';" 8"β3 

+β，，~;t ('3;', y') (F(z-z')-F巾'一z))]e-MM-flo

把 (39) 式和 (40)式分别代入(28)式和 (29)式，容易得到 Gez 和 G懈的表达式

豆苗 (r， r') = 一工~坦ι乱(x， y) [ß:I' ;z(x'J '1/') +β"ø:t (X'I '1/') (F(z -z') 
4P78"β3 

-F(z'-z))J川川'1_ 1寸 l&o(r-r')~
t.ú.片。，'/1，-

• 1 1 
Gmz 怡， 的=一-Z 一一，-，~ μJ y) [β:J:1(z'， g') 

4p "';" S，， ! β，， 1 

+βI"C;;;(æ'， y') (F(z- f,') -F(z' -z) )Je-iβ，jE4io 十

(40) 

(4.1) 

(42) 

为了得到 GfI! 和 Gm 的表达式，我们把(39)式和 (41)式代入 (32)式p 把 (40)式和 (42) 式代

入(23)式，然后进衍归并整理，整理时利用式 e-'ß"jZ-Ç'! = F(z-z')e-'β，怜的+F(Z' -z)e'β，，(卜川

和对实数与纯虚数有 β:/β~=1/此，并利用本征模的对称性(10]和 (5) 式与 (6) 式，得到 (14)式

和 (15)式的解为

马 (r， 的=-~ n:o ~E，叫的 r ，~止 EE州(r') +且止 E5~)*(，./) lF(z-z') 
~ 4PS" 1 ~v \"') L 乱时 间 J 

+E~-) (俨) r I~止 EJ7)气r')+且止EJM(们lF(z' -z) ~ L βv β: 
-vz \- / J~ \- -, J 

←古命王λA五I.ð川)λ， (μ仰4估3句) 

汪孔n(r，川俨叽，'1'"列铲俨川忏←')乍)忏←=一一号芋陆击古;才州{阳忡协H皿町w肌川川J俨俨川州川叫+刊叫咱咄)气刊呐叫(伊例叫T的纠)江[愣」粤2含#:FL川忡」号毕粤3含#?护LE.贮;芮r俨川川川:γy川t)*(r川叫咐.气*(r仰铲

+峭H皿Jt俨叫→气-)('1"喻(伊例叫T叫川)汗rJ且鱼LR珩J红r俨川77f川川〕川气咐.气Vγ(何伊伊，铲俨.')忡+J丛垦旦L均E~τ?Zγ)川啊骨L βνβ1; - vz \. I J 
~ \ "" '" / J 

(43)式和 (44) 式就是我们最终得到的介质波导并矢格林函数本征模展开式的通用表达式。

(43)式表明，电型并矢格林函数06 由两部分组成:一部分是每项含有九个并欠分量的按本征
1 … 

模展开的和，另一部分是奇异项一石苟言 Izò(r-r') 0 而由 (44) 式表示的磁型并矢柏林

函数 Gm 不含奇异项。 Ge 与 Gm 的这种特征与 Tai(3J得到的完整解一致，也就是说 (43) 式和l
(44)式表示的解是完整的。

作为 (43)式的一个应用例子，我们担任3)式代入 (18) 式，直接得到有源介质波导中电矢

量 E的展开式

1 E(r) =~[αL咽俨(的十。俨E~-\的]一←一τ Jz(的 (45)
可~ú)Eon
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式中 Jz 是 J在 Z 方向的分量3 而

>a~+)= ←击了 j二 f=oo J二[」37LEmTF)+」ZfLEJFVI)] 川r'， (例甜份

此户-→九)= 一击了:- f=二由ooJ口:二1工回JJjf川:江[呼」乎含#L E矶此阶叮ι扩俨川Jγ产)川骨例 十」母3#伊μ甘问问ιE矶耽Jι俨川川川川Jf产川卅川〕川叮咱叩善气vγ(伊M铲俨')址}J川(
把(任45町) '" (但47η)式与 Oolli坦n[17J扫17J盯】的金属波导相!应虚公式加以比较可以看出 y 两者的特征完全一

致J 即在有源区需在 E的本征模展开式上附加一项源的贡献一」刊。
~Wf:;on 

由于我们是在饥为第二节所述的阶梯函数或缓变函数的假定下推导出 (43)式和 (44)式

的，因此它们适用于具有阶梯折射率的任意形状波导和具有缓变折射率分布的任意光纤。

平板波导、多层介质膜平板波导、矩形披导、圆形或椭圆形阶梯折射率光纤以及缓变折射率

光纤等都可以由 (43)式和 (44)式得到其并矢格林函数的本征模展开式。按照 (43)式和 (44)

式p 只要给定波导的本征模F 就可得到相应的并矢格林函数。关于波导本征模表达式可在文

献 [10J ~ [12J 中找到。当然p 对某些被导来说，我们还没有推导出其全部本征模3 有的甚至

不能用已知函数表示。对于能求得全部本征模精确解的情形3 必要时应求出其全部本征模，

代入(43)式和 (44)式以得到严格的解。对于不能求得本征模精确解的情形3 仍然可以利用

本文的结果去研究有关激励、传输、搞合等问题，在推导末尾用本征模近似解代入2 也能得到

一定的数值结果。

最后指出，本方法也可用于推导金属波导的并欠格林函数本征模展开式。不同点仅在

于算符 b和璋对应的边值问题成为:在句平面的有界区域上满足金属波导边界条件的问

题。这时p 波导只有离散谱本征模，对应的 Ge 和 Gm 的本征模展开式部分只有级数租的项，

而没有连续谱积分部分。
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Abstract 

1 卷

For dielectric waveguides of arbitrary profile wi也h step-index a口d gradient-index, the 

universal expressions of eigen mode expansions of dyadic Green's functions for díelectríc 

waveguidωhave been found by using the approach of operator theory. 1也臼 shown that 

the expression of electric斗ype dyadic Green' s function is 也he sum of an eigen-mode 

expansion containing nine dyadic co四ponen切 and a síngular term. From 也hese expressions 

击he dyadic Green's function for a dielectric waveguideωn be obtained if the eigen-mode 

ofbhe waveguide are given. 




