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关于光线的两种弯曲的讨论

提要

本文讨论了光结在光学不均匀介质中的弯曲与在引力场中的弯曲在形式上的相似性，最后提出一个

"光线的光学折射(宵曲)与引力弯曲的等价关系气并且得到相应的证明。由此，进一步尝试建立上述两种

技应都存在时光线的垣程线方程。采取的方沽是:仍以光线在引力场中的短程绪万程为基础，但修正其中

由ristoffel 符号 r't.ø 里所包含的四维时空的度规张量 Uaß ，修正后，让它们既能反映引力场，又能反映光缆

在光学不均匀介员中的弯曲.

在光学不均匀，即折射率不均匀的介质中，光线传播的轨迹要发生弯曲;在引力场中，光

线同样地也要发生弯曲。后一种弯曲是爱因斯坦的广义相对论的著名的"三大实验验证刀之

一，已成为公认的事实。

光线的这两种弯曲，那怕是在形式上，有其共同之处吗?

首先我们得承认，产生这两种弯曲的物理本质是不同的。光本质上是电磁波(电磁场)，

对光透明的物质具有电磁性质的微观结构F 因此F 光线在光学不均匀介质中的弯曲或折射是

光和物质的相互作用的结果D 另一方面p 光子具有质量，因此光线在引力场中的弯曲是引力

相互作用的结果。

虽然，这两种弯曲在本质上是不同的，但是p 在这两种情况下弯曲的规律，具体地说，光

线轨迹所服从的微分方程，在形式上确有其相似之处。

考虑光线在光号:不均匀介质中的弯曲时，一般都不言而喻地认为充满光学不均匀介质

的空间本身是平坦的。对于平坦的三维空间，我们总是可以采用笛卡尔坐标系将空间度却也

表示为

ál~=Ò，kdx'dx'k， (i, k=l , 2, 3) , (1) 

其中 ， dZ 代表空间中线元，现在这里也就是光线轨迹上的一段线元。 Zl， Z2 , a;3 依次是通常

所指的沿 x， 'Y, ~三个坐标轴的坐标。等式右边的上标与下标相同者代表对该指标求和，以

后均沿用此惯例。 Òik 则代表单位张量元素。在认为空间是平坦的前提下，将费马原理

δj 饥 (xi)dl = 0 
纳入拉氏形式，不难导出光线在光学不均匀介质中的短程线方程旧

dt' , 1 0 二十一一斗(t'lIt i
- ðim

) = 0, 
dl ' n ôx 

收丰白日期: 1980 年 3 月 25 日

(2) 

(3a) 
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其中 ti =.1:..巳代表光线轨迹上的切线单位矢量 t 的某一分量。由于光线轨迹上的波欠量
dl 

k 与光线的切线方向一致，应有如下关系:
k'=kti = ηk(O)ti， (3h) 

其中 b 与阳的依次是代表在介质中与在真空中的波矢的模。考虑到 (3胁，不难将(3a)化为

1 01 dki = dki =~ 一 丁午 kdl， (4) 
饰 oX.

其中 k， 是波矢景 k 的协变分量，在笛卡尔坐标系中，矢量的逆变分量 r 与协变分娃 h 本

无区别p 为了便于以后的对比，我们还是写成这样的形式。折射率阳在空间分布不均匀，

去了剖，则 dk肘，说明披矢M空间上是变化的，也就是说，光线是弯曲的， (础性)代
仇z

表光线弯曲的规律。在 η 均匀的介质中，一:.U. =0， 则 dkì = 0， 表示光线是直线进行的。
θa:;' 

考虑光线在引力场中的弯曲p 空间的几何结构就显得非常重要。根据广义相对论戎相

对论性的引力论，引力场决定了四维时空的几何性质p 后者集中地反映在四维时空的度规U

和J二:

一 ds2 = gq.β dxtx. dxβ(α， β=0， 1, 2, 3) , 

其中反映时空几何性质的度规张量 gq.fl 由引力场来决定。 XO=ct 代表时间坐标价一-真空

中的光速)， x i (i = l , 2, 3) 代表空间坐标。以后我们这样约定:用小写希腊字母作上标或 F

标，例如， αyβ 等代表 0， 1, 2, 3; 用小写拉丁字母，例如， i , k 等代表 1， 2, 3; 用 ds 代司是阴

维时空中"轨迹"或世界线的线元。有引力场时三维空间的度规方程可写成

dP =γikdx'dx1t， (i, k=l , 2, 3) , (t 。

其中 γik 是三维空间的度规张景，它和四维时空的度规张量 gøß 的关系是回

γik ~'" 9ik 一旦旦旦。 (7)
YOO 

;在↑亘寇引力场中 gortF21，这时 γik= g伽于是

dl 'J = g ik dx;' dXk, (8) 

相应地此时(5)变为

-d82 = goo(dxO) '.}十 dP = gooc2 dt2 十 dl20 (9) 

现在考虑在引力场中光线的方程。由于有引力场，四维时空是弯曲的。令 伊代表在这

个弯曲的四维时空中的光的四维波矢量的逆变分量， ka 是其协变分量。类时分量 ko= -子

(ω。是光的圆频率，相对选定的参照系中的时钟而言)。运用在弯曲空间中的协交微分概

念[2] 不难建立光线在引力场中的微分方程(引力场中光线的短程线方程j

dk γ = -r~lJ kadx'β， 、
、
，
/

飞
.
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1
』
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其中 Christoffel 符号

月β=i g叫马十坐监一旦也ι)
2 飞 Cιθx'" θ劣.，/ / 

、
‘，
，

f
e

--4·ZA J
'飞

当空间是弯曲(有引力场)时， r~ß司生 0，相应地 dkγ手 0，这说明光的传播路线是弯曲的:当空

间是平坦 (元引力场〉时， r~ß=o， 则 dkγ = 0，说明光线是直线。
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将反映光线引力弯曲规律的方程 (10) 与反映光线由于折射率何不均匀引起的弯曲的

规律方程 (4) 相比较，可以看出形式上有某些相似之处。必须注意，在方程 (4) 中的折射

率在空间上的分布函数 n(æ') 类似于引力空间中度规张量 9aB 在方程 (10) 中所起的作

用。

下面进一步论证:光线在光学不均匀介质中的弯曲，可以等效于光线在特定形式(由度

规张量形式表达)的恒定引力场中的弯曲。这种等效有利于引导我们去进一步考虑有引

力场存在时光线在光学不均匀介质中的短程线方程。这也是本文最后要讨论的一个问

题。

我们已经知道，对于在恒定引力场中传播的光线，也存在一个以下形式的费马原理[2]

òl寸主→l= Oo (四)
J "V -YOO 

前面已经指出，在恒定引力场中，时间指标与空间指标交叉的度规张量元素矶。恒为零，于是

在此情况下，四维时空度规就由 (9)式来表示。又因为现在考虑的是光线在引力场中的传播

过程，对应此过程的事件间隔，即世界线元 d8 为霉，有

-gωc'J dt'J =àl2 (~3a) 
或

cdt=寸二二 dlo (13b) 
叩 -900

光线在引力场中从一点 P1 到另一点 PS 所经历的时间 t (相对于选定参照系的时标〉应取

极值E

D 
AU --,

?bU 
JU .‘ pp ri--J 

屯
。 (14) 

考虑到 (13b)式，那就意味着 (12) 式的存在。将光线在恒定引力场中的费马原理的表达式

(12) 与光线在光学不均匀介质中的费马原理表达式。)相比较，可以看出，两者之间是十分

相似的。
1 

(2)式中的折射率在空间上的分布函数叫的与 (12)式中的 V士言;的地位完全相当

〈注意F 对于恒定引力场， 9ω 一般也应是空间坐标的函数，但与时间坐标 ZO 元关)。如果我

们在两者之间划一个等号，将得到这样一个关系:

900=一去。(15)

这个关系确实很有意思，它使得我们产生一个设想〈或者说是判断):光线在光学不均匀介质

中的弯曲，可等效于光线在一种特定形式的恒起引力场中的弯曲。这种引力场的四维时空的

度规张量 9，.1! 的具体表达式是:

900= 一去， 9叫叫 9j" = ò如 (16a) 

相应地有(略去简单的运算过程)
g∞= _n'J, gO'= 9ω= 0, 9J~ = òJll 

0 (16b) 

由 (16&)式和 (16b)式表达的度规我们称之为光学不均匀介质与引力场等价的度规张量，简
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称为"等价度规张量"(事实上也就是以后定义的"折合度规张量n的;二个特例)0 我们把上述

的设想暂称为光学不均匀介质与引力场相等价的等价关系。

现在我们来证明这个关系。这个关系是否能够成立，就看将(16a)式与 (16b)式表达的等

价度规张量代入(10)式所表达的在引力场中光线的短程线方程后，是否能化成光线在光学

不均匀介质中的短程线方程的一种表达式 (4)。为此，我们首先考察四维时空中的四波矢

量 k~(协变分量)与 k"(逆变分量)的性质。我们知道.[气

kaka=O, 

而且类时协变分量

k ω。-
0 - c飞

考虑到 (16b)式不难得到其逆变分量 P

kO = gOaka. = gO.ι+gωko = gω仇，

即有

kO =仰。= -n2ko =n2子。

在引力场中波矢量 k 必须与光线轨迹 z 的切线(单位矢量的方向一致，即有

k'= Kk(O) 豆豆-
dl 

(17) 

(18) 

(19a) 

(19b) 

(20) 

必须注意，这里的 k仰，相对于相对论性的引力理论而言，应理解为在平坦空间(没有引力场

时)中的波矢的模;相对于经典的几何光学而言，应理解为真空中(没有介质)波矢的模，即

有

利用 (17)7 (18) , (19的及 (20)诸式，不难寇出 (20)式中的常数 K

K 

这样， (20)式就变成

k4= -j二-'"仰 dx'
、/τ豆00 dl 。

这里我们再次看到 1/../士goo 相当于折射率低。

(2J) 

(22) 

(23) 

下一步骤是将上述诸关系式代入(10)式(引力场中光线的短程线方程)的类空分量式

dk' = - r~ßkU. d忽β = .-Fhkid泸- rtklcO dx" - r~okj dxo - rtokO dxo 
0 (24) 

根据 r~ß 的表达式(11)主并考虑到 (16a)式与 (16b)式，不难计算出

rh = rtk=巧。 zOp rioz-12段生
2 8x' 

1 
以此代入(24)式，并考虑到 (16a)式中的 gω= 一 ~2 及 (19b)式与 aP = ot， 得

'n 

df=÷纷向移。=去[多( - ~ )J( n2子)d (ot) 

~ ~nJ_( n 卫生飞主 dt= l. ~nJ kdl_ 
n 8x'Í飞 c / '1l -- '1l 8旷 g

(25) 

(26) 
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注意，这里 cjn 恰好代表在介质中的光速，故有主 dt = dl; 并请注意式中的 h 是光在介质中
饨

的波矢 k 的模 k = Ikl o 

将(26)式与 (4) 式比较，可见结果完全一致。本关系的证明到此完毕。

光学折射与引力弯曲相等价的等价关系也可以这样来表述:光线在光学不均匀介质中

的短程线方程 (4) ，可以纳入光线在引力场中的短程线方程 (10)，等价的度规张量如 (16a)式

与 (16b)式所示。

最后p 必须强调一点:我们这里所指的等价关系是指光线在光学不均匀介质中的弯曲等

价于一种特定的恒定引力场的效应;不能由 (12)式与 (2) 式这两个费马原理在形式上的完

全相似，误解为恒定引力场与光学不均匀介质对光线的弯曲效应完全等价，因为(12) 与 (2)

这两个式于中 dl 的空间度规是不同的，前者一般是弯曲的，应由 (8)式来表达(NP dZfd = gik dx' 

dx勺，后者是平坦的，应由 (1)式 (NP dl2 
= ð彷 dx'dxk) 来表达。 (1)式也只能看成是 (8)式的一

个特例o

下面我们讨论最后一个问题:在光线既受到引力场的弯曲，又受到光学不均匀介质的折

射(弯曲)的情况下如何建立光线的短程线方程口 由于上述等价关系的启发，建立这个方程

的基本想法是，仍以光线在引力场中的短程线方程为基础，但考虑到介质的折射率仍不均匀

引起的弯曲效应同时存在，有必要对反映引力场的四维时空的度规张量 gu.ß 进行修正，修正

后的度规张量我们暂称为"折合度规张量"，并以符号 gu.ß 来标志。同时，附带要说明一下，这

里所指的引力场应包含两部分贡献:一部分是充满光学不均匀介质的空间以外的物体(例

如，质量相当大的某种去体)所产生的引力场;另一部分是光学不均匀介质本身对引力场也

有贡献。

如果我们只考虑上面所指的引力场，这时四维时空的度规方程为

ds2 = - gu.ß dxa dx/J = - 9ω02 dt2 
- 907!) dt da} - gW (J dt dx' - gík dxt dx" c (27) 

必须注意，这里的 e 是先在真空中传播的速度。丽'现在空间中充满折射率不均匀的光学介

质，光(假设是频率为 ω。的单色光)的传播速度应为 cj饨，若我们以 cjη 代替上式中的。，这

本身就意味着我们同时也考虑了光学不均匀介质对光线引起的弯曲。于是新的度规方程就

变成

d泸=-豆ø.ßdaf' d必β=-5∞(dXO)2 - 豆。也 d勿od(J/- 一忌。 dx' dxo - g.k dx' d沪，

其中 a;O=ct; 而

(28) 

如=g.∞/n气 gOk. = 90d恼，虱0=9，0/'1/;， g(k. = 9fko (29a) 

以上就是我们前面所提出的四维时空折合度规张量的表达式，并且其中的 n 应理解为"原"

(proper)折射率。在没有引力场时 (g，ω= -1, 矶。 = 90'= 0，如= ð,lI;) ，则 (29a)式变为

900= 一击 gOk=O， g.o=O, gik=凡 (2圳
这一点事实上就是(16a)式所表达的光学不均匀介质的"等价度规张量"。如果空间中所充满

的透明介质的折射率"是与空间坐标无关的常数，则这时光在介质中的速度。/n 仍然是一

个常数，或者说，这时不过是给原来的真空中的光速常数 C 换一个单位，即光线的弯曲完

全由反映(真正)引力场的度规张量 9.8 来决定。如果说这时透明介质对光线弯曲也有贡献

的话，那只是取决于均匀透明介质本身的引力场。
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为了把光线在引力场中的短程线方程写成常见的形式，这里必须补充一点。先把四波

矢量表达成比较一般的形式民

k"'= dx'" 
dp , 

其中 p是沿光线轨迹变化的任一参量，即有

相应地有

于是，护的类空分量 M 为

p= p(l) 0 

dp=业~(f.l = p' dl, 
dl 

kj=~ 豆兰.
p' dl' 

(23)式正是 (32)式的一个具体表达式。这样一来， (10)式就可以写成

dkγ 
dp 十TJβkrt.kß=O，

或写成

d2xγ dxrt. dxβ 

dp 'J '-'" aß dp dp 

这就是光线在引力场中的短程线方程的通常形式口

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

如果同时又计及光学不均匀介质对光线的折射，那就要修正引力场的度规张量，实际上

也就是要修正 (34)式中的 Christoffel 符号 FZß， 修正后的该符号用 I忑来标志。即有

-zrl k叫豆豆乎十主缸一旦叫 (35)
2 v \ ôx/:J θxCl. ÔX叮 r

其中折合度规张量 gaß 如 (29a) 式所示，其边变张量豆γ咛可按一定法则由其协变分量乒3 米
决定L飞

于是最后我们得到光线在引力场中同时又计及介质折射效应的短程线方程

些LTJβ些土些主=0， (36) 
ap~ ap ap 

或者叫做"有引力场时光线在光学不均匀介质中的短程线方程"。

将光线的这两种性质上(引力相互作用与电磁相互作用)完全不同的弯曲都统一到四维

时空的度规上来解决弯曲的规律问题p 如果我们的设想和所采取的具体方法有些可取之她

的话乡那末，这里也许还有值得进一步思考和探讨的问题。

作者感谢洪晶教授对本文在工作上的热情支持。
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Discussion on the two kinds of defIection of the light ray 

OUFA 

(Department 0/ Physics, Haerbt:n Institute oj Tech饵ology)

(Reccived 25 March 1980) 

Abstract 

In this paper the formal analogue beiween deHeo七ions of ljgh在 due to the Op也ically

inhomogeneous medium and due to gravi恼，毛ional field iS disscussed. It has been shown 

也hat there exists a "relation of equivalenoe" abou七 these two kind臼 of deflection. In the 

last part of 讪is p~1per ， an attempt was made to modify the equa.tion of 仙。 ligh1j ray 

E响。d白sios in the gravitational field wi也h the oonsideration of the efl'eo名 due to the optioally 

inÌlomogeneous medium. Essentially this modifioation îs 也o transform 也he gravitational 

spaoe-time metrio 相nsor Uaß to a new metric 拍nsor gu.ß which can apply bo名h for the 

gravitational f:ield and for the optioally inhomogeneous medium. 

"生物医学科学的光学"讨论会 (ICO-12 分会议)

"生物医学科学的光学"讨论会作为"第十二届国际光学年会 (100-12)"的一个分会议，

将于 1981 年 9 月 7 日"， 9 月 11 日在奥地利格拉茨举行。会议两主席为匈牙利的 P. Greguss 

和西德的 G. V onBally a 

会议主要讨论下列专题范围内的生物医学的应用:

1.图象处理 2. 全息术;

3. 干涉计量术 4. 斑纹技术;

5. 光谱学 6. 莫尔技术;

7. 不可见辐射的图象形成 8. 改进视力缺陷的光学技术;

9. 电子显微镜 10. 超声显微术;

11.激光显微术。

会议的目的是促使从事光学研究的科学家在生物医学研究中应用的光学技术与临床诊

断相结合;同样，要求光学和生物医学工业中的产品工程师与这一技术的使用者即医生和生

物学家合作。会议将有助于这些专家之间沟通消息，并进一步活跃这些领域。

会议学术交流期间的同时将拟组织有夫工业产品展览。

(黎凡〉




