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光频谐振腔的准几何理论

王之江方洪烈
(中国科学院上海光学精密机械研究所〉

提要

用变~矩阵理论分析了光颇诺振腔的某些特性，指出腔的本征态只有点光束和寓斯光束两犬类.

一、号 l A一
一
口

谐振腔理论要解决的是求得场的特征函数和特征值，所以问题的本质是解波动方程的

边值问题。这种问题在微波领域已经得到了深入的研究口 o 微波腔的特点是具有封闭的、

简单规则的边界。由于频谱浓缩效应，在光频波段不能使用这种腔。光频腔的特点是开式

结构。开式腔显然具有不确定的边界(开放部分)，这就使严格求解波动方程成为不可能的

事。问题在于用适当的方法解这种边值问题。

对于这个问题已有若干位作者胁5) 求得了几种近似解。这里将讨论一种与之不同的近

似方法，即几何光学方法。

早在这些工作之前 Keller(6l 就从几何光学出发进行了系统的工作。他将一定边界状况

下的边值问题归结为寻找一族光线汇的问题。这种光线汇在边界上反射后自再现。从而导

出了腔的特征值(波长条件)。这种方法的缺点是得不出衍射损失。

我们的工作则是根据光线汇的自再现条件由腔的变换矩阵建立一个腔内特征光线汇

(态)应当满足的矩阵方程。从而完善了 Keller 的理ìßo 同时还指出谐振腔的特征态只有

点光束和高斯光束两大类。

二、问题的公式化

几何光学研究的对象是"光线"现在我们来研究光线在谐振腔内的行为。这个问题包

含两个方面: (1) 任意光线在腔内的行为，这是一个光线追迹问题。这个问题前人已研究得

十分充分了，我们不准备研究。 (2) 腔内可存在的光线汇(即特征态)的问题。此问题还没

有被研究过，也就是我们这里想要研究的问题口为了讨论的方便，我们先叙述一下光线的描

述方法。

空间光线的位置总可以用四个量完全确定，例如它和一个平面交点的坐标以及两个方

向余弦。我们称这个平面为参考平面，而起算万向余弦的二坐标轴在此平面上，另一坐标轴

则和参考面垂直，以后简称它为轴，
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空间光线经过任意复杂的光学系统后的位置仍然可以用四个量来表示。光学系统的作

用就是对这四个量进行变换。几何光学的理论可以证明，在适当选择坐标轴后，对近轴光线

的变换是线性的，物象空间的变换算符可以用矩阵表示。例如轴对称光学系统，取对称铀为

物空间和象空间的共同坐标轴，并为 Z 轴。使另二个坐标轴相互平行，则有
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其中仙， '!}, ()， φ〉四个量是物空间光线的四个量， (扎扎。， cþ')是象空间的四个量，而 f是

一个四阶矩阵。方程 (1)便是熟知的光线迫迹方程。

事实上当光学系统轴对称时怡， θ) 和(宙， φ〉经历的变换并无区别，只须用一个二阶矩

阵 D 就足以表达此光学系统的性质，即
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为简单起见，我们先讨论这种系统。令:
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则由几何光学理论可知:φ 是光学系统的组合光焦度(组合焦距的倒数)。当伊=0 时，有

α0=1， 即 c=l坷，显然 e 和 α 分别是此系统的角倍率和线倍率。

对于谐振腔来说，光线在腔内往返一周的矩阵称为变换矩阵。谐振腔反射面上所有点

的光线组成的光线汇用 U 表示，则
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其中 θ 是 m 点光线的方向余弦，因此它是♂的函数。任意一个光线汇 U在腔内往返)用以

后变成的光线汇 U' 可以由光线追迹方程

U'=DU (5) 
求得，其中 D是谐振腔的变换矩阵。

如果这个光线汇是谐振腔的一个特征态p 那么它应是自再现的，即光线汇 U 在腔内往

返一周后仍然变为它自己，但可以相差一个常系数 M。也就是说 U' 与 M 有如下关系:

U'=MU o (6) 

由 (5)式和 (6)式我们得到腔特征态应满足的矩阵方程

DU=MU o (7) 

这就是矩阵 D 的特征主j程。由这个方程我们可以发现腔的很多重要特性。

三、腔的本征态

我们首先考虑一个任意的变换矩阵 D(见 (3) 式)，则方程 (7) 可写为
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(α -M)x+bB=O， l 

伊十 (c-M)B=OoJ

这个方程的解是清楚的。它的特征根 M满足如下方程

M 2 -Sp(D)M+Det(D) =0, 
其中 Sp(D)表示矩阵 D 的迹， D的(D)表示矩阵 D 的行列式，在此它恒等于 1。那么:

Mztsp(D) 士专v'Sp2(D) -4 。

(8) 

(9) 

(10) 

解方程组 (8)得z

。=主.
且'

(11) 

Z 任意而 R 是一个常数如下=
M-o b 

R=一←一=一一一 (12) 
伊 M-a o

下面来讨论一下这些结果的物理意义。

由 (10)式我们看到 M可以是实数也可以是复数。我们首先讨论 M 取实数的情形。腔内

某个反射面上 m 点。方向的光线在腔内往返一周以后变为 Mx 点 MB=M丢方向的光线。

这说明腔内可以存在的光线汇即特征态是一个点光束，即由一个点发出的所有的光线组成

的光线汇。这个发光点距反射面为 Ro 而 M是腔内J'ð束口径的放大倍数。

由此我们得出结论 M取实数的腔的特征态是一个点光束。这样的腔我们称它为"点

光束腔"。由 (10)式我们容易求得点光束腔的条件是
Sp2(D) -4~0 (13) 

或写成z
Sp(D) ~2， 1 r (14) 
Sp(D) ~←20 J 

这正是腔的不稳定条件。因此我们可以说:不稳定腔、平面腔、共心腔等均属于点光束腔。

当然这个结论是有前提的，即 D 的元素均为实数时才正确，亦即此结论只适用于均匀反射

的情形。

对点光束腔来说，光束口径放大倍数 M 可取两个值(见(10) 式):

Mzztsp(D)十卡sp且 (D)- 4 , 

Msztw)-tJW向 -4 ，
不难看出

1

一ι
M 

(15) 

在这两个值中有一个大于 1，另一个小于 1。大于 1 的相应于一个发散球面波，小于 1 的对

应于一个汇聚波。这里我们指出当考虑到谐振腔的反射镜的有限尺寸时，汇聚波是不存在

的。因为当腔内某镜面上的光线汇在腔内往返一周后只存在于镜面上的 11M. 的区域内，这

样的光束不满足自再现要求，因此它不是腔的特征态。
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如果 M 是复数，即 (14)式不满足的情形，即稳定腔的情形，此时腔的特征态不再是点

光束。这时量 RCF面用 g 来表示它)具有如下形式

q-~p(与) -2~:!::乒~ I Sp2(D) -41 0 (16) 
4 伊 4 伊

这是一个高斯光束的特征参量mo 腔的特征态是一个高斯光束。此高斯光束腰斑的位置由

q 的实部表征，即
厅 α-c- - -
一 2 伊'

腰斑尺寸由 g 的虚部给出，是

去 ω32jzd一 (肘。) 0 (18) 

这样的腔我们称它为"高斯腔气稳定腔属于高斯腔。对于不均匀反射的情形， 高斯腔将也

括一大部分不稳定腔。

四、几点讨论

对于由二个球面反射镜组成的轴对称的谐振腔来说，宫的变换矩阵可写为z
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其中'1'1， '1'2 分别是两反射面的曲率半径 L 是腔长。它的特征值是

阳(子1)-J， \
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而且
M -2g1g~-1士、/ (2g~g2 - 12 -1 0 (20) 

g， =l-土←1， 2。.. . (21 ) 

由这些表示式我们可知:

平行平面腔(M= 1， 0=0， z 任意)是一个点光束腔，它的发光点在无穷远。特征态是

一个平行于腔轴的平行光束。

共心腔(M=l， O=-~) 是~个点光束腔，它的发光点位于镜面的曲率中心。实共'L\
飞俨1 / 

院发光点在腔内，虚共心腔发光点在腔外。

不对称共焦腔或望远镜腔 (M← '1'1/'1'2 ， 8=0 或(}= -2x/俨2)是点光束腔。宫的两个共

辄发光点分别处于无穷远和焦点处。它的放大倍数取负值意昧着光线在腔内往返一周时将

发生一个在 m 方向的反转。

共焦腔(M= l， (}，却均任意)是一类十分特殊的谐振腔s 它是模式简并的，即腔内任意

点发出的光线汇都是腔的特征态。
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下面指出，无论点光束或高斯先束都是近轴近似的结果。准确地说它们应是扁球函

数闹。因此它们是一致的。如果我们将模式表示为最小光斑处的场分布，无论是点光束的

"点"还是高斯光束的腰斑都是扁球函数分布。尤其是由稳定到不稳定的过渡位置，高斯光

束的光腰和点的爱里(Airy)斑事实上是同一个分布的二种近似表示而己，是一致的。

对于非轴对称的情形结果要复杂得多。因为光线在 z 方向与 U方向经受的变换不相

同，所以必须同时考虑二个方向的变换。当光线在变换时，如果 m 和 g 方向并不发生关联，

那么仍可分别单独处理。这样求得的特征态可能出现多种复杂的组合。例如点一点象散光

束;点-高斯无象散光束;点-高斯象散光束:高斯-高斯象散光束s 高斯-高斯无象散光束等

等。对于秽7 Y 方向关联时，必须用四阶矩阵来处理。
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A quasi-geometric theory of optical reionators 
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Abstract 

Some characteristics of Op也ioal resonators are analysed in the theory of transform ma

tr埠7 and it is pointed out 也hat 古here are 古wo kinds of eigen state in resonators, that is, 
('point beams"and"Gauss beams". 


